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Метод неопределенных множителей Лагранжа: взгляд со стороны линейной алгебры
1. Минимизация функционала с независимыми переменными (обзор)
Под минимизацией функционала понимается поиск глобального минимума функционала. Надеюсь, вы представляете себе разницу между минимумом (точкой минимума функции) и наименьшим значением (точкой, в которой функция принимает наименьшее значение) и не спутает одно с другим.

Когда минимизируется функционал 
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 от независимых переменных (они в данном случае образуют вектор 
[image: image2.wmf]a

), то говорят, что имеет место минимизация без условий (безусловная) или минимизацией без ограничений (неограниченная) или просто минимизация (без всяких дополнительных указаний).  Под условиями или ограничениями здесь подразумеваются уравнения, выражающие связь между переменными. Еще раз подчеркнем: при безусловной или, иначе говоря, неограниченной минимизации все переменные предполагаются изначально независимыми и, в этом смысле, «равноправными».

Как известно из курса дифференциального и интегрального исчисления, при безусловной минимизации необходимым и достаточным условием того, что некоторая точка есть стационарная точка, является равенство нулю всех частных производных 
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 в этой точке. Другими словами, в данной точке выполняется условие 
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Договоримся, что все векторы по умолчанию являются векторами-столбцами, но при взятии градиента (действия оператора 
[image: image5.wmf]Ñ

 на скалярную функцию) у нас по умолчанию получается вектор-строка.

Условие 
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 иногда переписывают применительно к полному дифференциалу. 
Как известно, 
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. Введем вектор-столбец 
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 описывает изменение 
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  при малом изменении аргумента  
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 (предполагается, что мы находимся в точке 
[image: image13.wmf]a

).

Замечание. Перейдем от дифференциалов к приращениям 
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. Введем вектор 
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 аналогично тому, как мы ввели вектор 
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. Тогда можно записать, что 
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 «с точностью до членов порядка 
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 Покажем, что условия 
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 эквиваленты. 
Очевидно,  что если 
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Теперь пусть 
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 - произвольный малый вектор, который, в общем случае, не равен нулевому вектору.  Последовательно придавая ненулевые значения лишь какой-либо одной из компонент этого вектора, мы придем к заключению, что все компоненты 
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 должны быть равны нулю, то есть, что 
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Итак, имеются следующие необходимые и достаточные эквивалентные условия, с помощью которых мы можем определить стационарную точку функционала:
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Как известно, стационарные точки – это либо точки экстремума (максимума или минимума), либо седловые точки. Таким образом, из того, что в данной точке выполняется условие 
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)

(

=

a

dF

) вовсе не следует, что данная точка является именно точкой минимума. Чтобы «признать» найденную точку точкой минимума, вообще говоря, необходимы дополнительные аналитические исследования и/или некоторая дополнительная информация. Зачастую такой дополнительной информацией являются так называемые «физические соображения» - например, «принимается во внимание», что «природа все делает так, чтобы минимизировать затраты энергии». Тогда, если заранее известно, что стационарная точка только одна, а функционал «описывает» «энергетическое состояние» некоторой системы, можно предположить, что эта точка является точкой минимума и не проводить дополнительных исследований. В конце концов, если больше ничего неизвестно, можно действовать просто «наугад», то есть, предположить, что точка, найденная нами с помощью вышеприведенного условия, и есть нужная точка минимума. 

Разумеется, при действии «наугад» нас могут ждать разочарования. Кроме того, стационарных точек может быть много. Среди множества стационарных точек может встречаться по нескольку точек минимума, максимума и седловых точек. В таких случаях даже найденный минимум может оказаться не «глобальным», а «локальным» (то есть, не «самым минимальным», а  минимальным только для какой-то подобласти). Помните, что на самом деле задача отыскания минимума функционала может оказаться гораздо сложнее, чем описывается здесь! 
Перед тем, как двинуться дальше, скажем несколько слов о том, почему при поиске минимума, руководствуясь условием 
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), вообще говоря, нельзя допускать зависимости между переменными. 

Пусть функционал 
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 имеет всего одну стационарную точку – минимум. При поиске стационарной точки на основе вышеуказанного правила нам нужно искать ее на всей области определения функционала. Если взять «более узкую» область поиска, то возможна неудача, так как минимум может оказаться за пределами области поиска. Наложение ограничений (задание зависимостей между переменными) приводит ни к чему иному, как к «сужению» области, в которой ведется поиск минимума.

Предположим, у нас имеется функционал  от двух независимых переменных - 
[image: image34.wmf]x

 и 
[image: image35.wmf]y

, который достигает единственного минимума в единственной стационарной точке 
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. Ведем зависимость между переменными 
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 и перейдем к условной минимизации. При этом область, на которой мы должны рассматривать функционал, сузится с плоскости до линии 
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, на которой точка 
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 попросту отсутствует (а только в этой точке и выполняется 
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В ходе безусловной минимизации происходит вычисление 
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; при этом уравнение 
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 приобретает «более конкретизированный» вид. Например, может быть получено нелинейное алгебраическое уравнение 
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, которое более привычно записывают 
[image: image44.wmf]f

a

a

K

=

)

(

. Далее полученное уравнение решается «обычными» способами – например, с помощью метода Ньютона.
Замечание. Когда мы утверждаем, что в стационарной точке должно выполняться условие 
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, мы не утверждаем ничего больше – в частности, мы не утверждаем, что для данного функционала 
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 существует какая-либо стационарная точка! Таким образом, на самом деле мы говорим: «в стационарной точке, если таковая существует, должно выполняться равенство 
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2. Минимизация функционала с зависимостями между переменными (обзор)
Пусть по-прежнему имеется  функционал 
[image: image48.wmf])
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, но при этом между переменными, входящими в вектор 
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, имеются зависимости (связи) вида 
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. Используя уравнения связи, выразим зависимые переменные через независимые. В результате мы перейдем от исходного функционала 
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 к функционалу 
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, который зависит только от независимых переменных (здесь 
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 - вектор независимых переменных).  Далее мы можем проводить «обычную» безусловную минимизацию 
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Когда проводится «обычная» безусловная минимизация 
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[image: image56.wmf])

(

~

i

F

a

 является функционалом, полученным вышеописанным способом на основе функционала 
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 и уравнений связи, то говорят, что имеет место минимизация с условиями (условная) или, иначе говоря, минимизация с ограничениями (ограниченная) функционала 
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В результате минимизации мы должны получить некоторый вектор 
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, который соответствует вектору 
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 вычисляется на основе 
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 (например, с помощью уравнений связи).

Обратите внимание – хотя говорят о условной минимизации 
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, но при этом на самом деле минимизации, причем безусловной, подвергается другой функционал - 
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Замечание. Для применения условия 
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) необходимо, чтобы переменные, входящие в вектор 
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, изначально были независимыми. Именно поэтому мы не можем использовать данное условие сразу же и вынуждены сделать переход к функционалу 
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Условия или, иными словами, ограничения – это ни что иное, как уравнения, выражающие зависимости одних переменных от других, которые в общем случае, как сказано, имеют вид 
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. Данные уравнения еще называют уравнениями связи.
Замечание. Зависимость типа «переменная такая-та равна такой-то константе» - всего лишь частный случай зависимости 
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. Конец замечания.
Используя уравнения связи, мы выражаем одни переменные через другие. Этим самым мы, очевидно, также осуществляем разделение переменных на два класса – зависимые и независимые. Следует отметить, что в ряде случаев такое разделение можно сделать чисто условно. Это означает, что зависимые и независимые переменные в данных случаях можно «поменять местами» и что такое разделение может быть выполнено неединственным способом.
Каждое уравнение связи вида 
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 теоретически позволяет нам исключить одну из независимых переменных. Все уравнения связи в совокупности теоретически позволяют нам выразить все зависимые переменные через независимые и тем самым исключить все зависимые переменные. Однако, следует заметить, что такая теоретическая возможность не всегда может быть реализована на практике.
Описанный выше подход к условной минимизации будем называть «прямолинейным». У  «прямолинейного» подхода к условной минимизации функционала имеется ряд недостатков: это необходимость «в действительности» выражать зависимые переменные через независимые и неуниверсальность. Обсудим эти недостатки подробнее.

Во-первых, как сказано, зависимые переменные необходимо выражать через независимые «в действительности»; то есть, «миновать» этой процедуры никак нельзя. В связи с этим следует сказать, что бывают такие случаи, когда возможность выразить зависимые переменные через независимые, используя уравнения связи, мыслиться лишь как чисто теоретическая; то есть, практически выполнить эту процедуру невозможно. Кроме того, бывают случаи, когда вышеназванная процедура оказывается либо достаточно сложной, либо достаточно трудоемкой. Наконец, эта процедура может быть просто нежелательной – например, в связи с неуниверсальностью «прямолинейного похода», которая (неуниверсальность) будет обсуждена ниже.
Во-вторых, «прямолинейный подход» неуниверсален. Под этим подразумевается следующее: если уравнения связи изменятся, то процедуру перехода от 
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[image: image74.wmf])

(

~

i

F

a

 следует повторить заново. При этом мы столкнемся с тем, что в «прямолинейном подходе» отсутствует (по меньшей мере, для некоторых важных частных случаев) универсальная «хорошо алгоритмизируемая» (а значит, и «хорошо» реализуемая в виде прикладной программы) процедура, позволяющая достаточно просто осуществить вышеупомянутый переход. По крайней мере, если такая процедура и есть, то она плохо просматривается.
Указанных недостатков лишен другой способ условной минимизации функционала – метод неопределенных множителей Лагранжа. При его использовании нет необходимости выражать независимые переменные через зависимые (достаточно лишь теоретическое наличие такой возможности), а переход от одной условной минимизации к другой, с изменившимися уравнениями связи, легко осуществляется с помощью стандартных «универсальных» алгоритмов, которые легко могут быть воплощены в прикладной программе.

К сожалению, при использовании метода неопределенных множителей Лагранжа получается система большей размерности, чем при «прямолинейном методе», но, как правило, при этом возможна редукция системы. При проведении редукции в некоторых случаях возможно придти к системе с размерностью, равной количеству независимых переменных.

Далее метод неопределенных множителей Лагранжа будет рассмотрен подробно.
3. Метод неопределенных множителей Лагранжа
Пусть имеется функционал
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 - вектор 
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переменных, включающий как независимые переменные, так и зависимые, и 
[image: image78.wmf]M

 независимых  уравнений связи 
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, позволяющих (хотя бы теоретически) выразить зависимые переменные через независимые. Теоретически, благодаря наличию уравнений связи, можно исключить 
[image: image81.wmf]M

 переменных и перейти от 
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. Предположим, что нам заранее известно, какие переменные независимые, а какие – зависимые. Произведем перенумерацию переменных: независимые переменные поместим в начало вектора  
[image: image84.wmf]a

 (теперь это будут компоненты 
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 ), а зависимые – в конец вектора 
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 (теперь это будут компоненты 
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  Зависимости могут быть достаточно сложными (мы приводили только линейные зависимости) и их самих (зависимостей) может быть целое множество. В связи с этим закономерно возникает вопрос: не является ли само определение того, какая переменная зависимая, а какая – нет (даже условно) достаточно сложной задачей? На это ответим так: несомненно, такая задача может быть сложной и трудоемкой, но решать ее в данном случае не придется. Как будет видно дальше, важна только сама принципиальная возможность разделения переменных на зависимые и независимые; само же разделение «на практике» выполняться не будет.  «Конечные» уравнения для условной минимизации с помощью рассматриваемого метода получатся такими, что алгоритм их составления для конкретного случая  не потребует указания того, какие переменные зависимы, а какие – нет.

Итак, не нарушая общности (как это будет видно далее) мы предполагаем, что независимые переменные находятся в начале вектора неизвестных, а зависимые – в конце.


Условную минимизацию функционала проведем для  случая пяти переменных (
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); таким образом, после перенумерации (если она необходима), независимыми переменными будут 
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. На таком простом примере достаточно хорошо будет просматриваться то, как следует вести минимизацию при большем числе зависимых и независимых переменных.
Обозначим вектор независимых переменных 
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Индекс «i» «образовался» от слова «independent» - «независимый».

Зависимые переменные 
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 являются функциями независимых переменных; этот факт мы запишем следующим образом:
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Замечание. Как сказано, нас не интересует конкретный вид зависимостей; главное – это то, что мы «теоретически» можем так записать. Конец замечания.
Перейдем от функционала 
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, для которого подразумевается зависимость одних переменных от других, к функционалу только от независимых переменных 
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Более точной была бы запись
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но, надеюсь, и так ясно, что имеется в виду.

В точке минимума 
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 выполняется условие 
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, по которому мы и будем искать эту  точку. 
Замечание. Как уже было сказано, данное условие, вообще говоря, является условием, при котором некоторая точка является стационарной. Таким образом, используя условие 
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 для поиска минимума, мы должны располагать какой-то дополнительной информацией о том, что в там, где это условие выполняется, будет именно точка минимума. Здесь и далее мы больше не будем делать подобных оговорок. Конец замечания.

Замечание. Повторим: мы утверждаем, что в стационарной точке должно выполняться условие 
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, но вовсе не утверждаем, как это может показаться, что такая точка существует для данного 
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! Таким образом, на самом деле мы говорим: «в стационарной точке, если таковая существует, должно выполняться равенство 
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Итак, в точке минимума выполняется условие 
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Составим выражение для полного дифференциала 
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Надеюсь, понятно, что подразумевается под 
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 - это «промежуточные аргументы»; они являются функциями других переменных (независимых). В выражениях вида 
[image: image123.wmf]i

j

j

a

a

a

F

¶

¶

¶

¶

~

 мы попросту берем производную от сложной функции. Очевидно, что
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Перегруппируем слагаемые следующим образом:
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Здесь полный дифференциал выражается через дифференциалы независимых переменных. Напомним также, что в этой формуле зависимые переменные выражаются через независимые.
Как уже сказано, в интересующей нас точке минимума должно выполняться условие
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Опишем кратко, как бы мы поступили дальше, если бы решили действовать «прямолинейно». Поскольку 
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 - произвольные независимые малые приращения (дифференциалы), то из равенства 
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 можно сделать заключение, что равны нулю выражения при каждом из дифференциалов. Таким образом, уравнение 
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 распадется на три уравнения, из которых вполне возможно найти три неизвестных. Как уже сказано, здесь нас поджидает лишь одна неприятность: нам «на самом деле» необходимо знать функции 
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, чтобы вычислять их частные производные.

При следовании методу неопределенных множителей Лагранжа дело обстоит иначе.


Перейдем непосредственно к рассмотрению «анонсированного» метода.


Вспомним, что у нас имеется два уравнения связи 
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  таким же способом, каким мы сделали аналогичный переход от  
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Согласно первому уравнению связи 
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. После выражения зависимых переменных через независимые мы получим уравнение 
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Образуем линейную комбинацию 
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 - некоторые множители, значение которых пока не определено. Из уравнений  
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(1)
В дальнейшем мы воспользуемся нашей свободой в задании 
[image: image160.wmf]1
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  и 
[image: image161.wmf]2
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; пока же нам не видно, как это лучше сделать.
Распишем тождество (1) подробно и проведем группировку слагаемых так, чтобы вынеслись общие множители, в качестве которых будут выступать дифференциалы независимых переменных 
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Поскольку 
[image: image168.wmf]1
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[image: image169.wmf]2
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 и 
[image: image170.wmf]3
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 - дифференциалы независимых переменных, которые (дифференциалы) могут принимать произвольные (малые) значения в любой комбинации, то из вышеприведенного равенства следует равенство нулю выражений в скобках при дифференциалах независимых переменных. Иначе говоря, одно уравнение распадается на три:
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Произведем перегруппировки слагаемых в трех вышеприведенных уравнениях:
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Мы имеем две «степени свободы» в выборе множителей 
[image: image177.wmf]1
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 и 
[image: image178.wmf]2
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. Распорядимся этими степенями свободы следующим образом: подберем множители так, чтобы выражения 
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  одновременно обращались в нуль:
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(2a)
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(2b)
При выбранных таким образом множителях все три уравнения, в которых присутствуют эти выражения, обращаются в следующие тождества:
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(3c)
Как видим, по виду эти уравнения (3), в которых фигурируют частные производные по независимым переменным, такие же, как и уравнения (2) с частными производными по «зависимым переменным» - то есть, по промежуточным аргументам, (которые (аргументы) являются функциями независимых переменных).

 В итоге мы получим пять однотипных уравнений, в которых имеется семь неизвестных:
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(4)
 Чтобы систему можно было решить однозначно, к пяти уравнениям необходимо добавить еще два уравнения. В качестве двух недостающих уравнений, очевидно, следует взять уравнения связи 
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). В итоге конечная система будет выглядеть следующим образом:
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(5)
Мы уже говорили, что  
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. В итоге мы можем вернуться обратно к функционалу 
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 и уравнениям связи 
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 и записать конечную систему  следующим образом:
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(6)
Сделаем ряд замечаний. 
Во-первых, размерность системы (6) больше, чем системы, которую можно получить, действуя «прямолинейно», но зато в (6) отсутствуют выражения 
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. Следовательно (как и было обещано) нам не надо определять конкретный вид зависимостей зависимых переменных от независимых. 
Во-вторых, для всех переменных – и зависимых, и независимых – мы приходим к соответствующему этой переменной уравнению вида 
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. Это значит, что (как тоже было обещано) при составлении системы уравнений нам нет необходимости беспокоиться о том, какая из переменных зависимая, а какая независимая «на самом деле».
Полученную систему уже можно решать, не проводя никаких дополнительных преобразований. В результате решения мы получим вектор неизвестных, в который будут входить следующие компоненты: 
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Нас, очевидно, интересуют только компоненты 
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. Значения же неизвестных  
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 нас при этом совершенно не интересуют – ведь они никак не фигурируют в «ответе». Поэтому, если от неизвестных  
[image: image222.wmf]1
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 и 
[image: image223.wmf]2
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 (то есть, множителей) можно каким-либо образом избавиться, уменьшив при этом систему уравнений, то так, как правило, и поступают. Из-за этого данные множители называют «неопределенными» - в смысле  «неопределяемыми, невычисляемыми». По крайней мере, их не вычисляют в подавляющем большинстве случаев.

 Полностью упомянутые множители называются «неопределенные множители Лагранжа». От этих множителей получил свое название и сам метод.


Иногда можно исключить из системы не только множители Лагранжа, но и все зависимые переменные. При этом в итоге мы приходим к системе, в которой столько же уравнений, сколько и независимых переменных. Если такое возможно, то так, как правило, и следует поступать. 


Наконец, запишем, как будет выглядеть система уравнений для общего случая:
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(7)
Для записи 
[image: image227.wmf]N

 уравнений вида 
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 можно воспользоваться следующим правилом: составим функцию 
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(8)
тогда  
[image: image230.wmf]N

 уравнений (7) можно получить взятием частных производных по 
[image: image231.wmf]i
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 от функции 
[image: image232.wmf]Q

.
Функция 
[image: image233.wmf]Q

 имеет специальное название – «функция Лагранжа».
Если говорить совсем коротко, то при использовании метода неопределенных множителей Лагранжа система уравнений для проведения условной минимизации функционала формируется из приравненных нулю частных производных от функции Лагранжа (производные по неопределенным множителям Лагранжа не берутся),  и из уравнений связи.
Из приведенной формулы для «общего случая» видно, что для составления системы уравнений можно вначале сформировать «первоначальную», «исходную» систему уравнений
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(9)
а затем «доработать» ее. Эта «исходная» система уравнений, очевидно, – ни что иное, как запись условия минимума функционала при проведении безусловной минимизации.

Далее, при доработке, к правой части каждого из уравнений «исходной» системы необходимо добавить член 
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, в результате чего мы получим систему
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(10)
в которой неизвестных больше, чем уравнений. Наконец, чтобы доопределить систему, включим в нее уравнения связи:
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(11)
Эту «доработанную» систему будем называть «полной».
Член 
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 не переносится в левую часть для того, чтобы данная система имела большее сходство с системами, получаемыми при рассмотрении задач механики. В частности, далее будет проводиться аналогия между членом 
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 и членом, ответственным за так называемые «силы реакции».

Замечание. Как говорилось, в результате условной минимизации мы должны получить некоторый вектор 
[image: image243.wmf]*
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, который соответствует вектору 
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, доставляющему минимум 
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. Возможно, вы также заметили, что некоторые переменные могут считаться зависимыми/независимыми условно и, при необходимости, меняться ролями. В этом случае, очевидно,  
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 соответствует несколько различных  функционалов 
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, причем вектор независимых переменных 
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 - свой для каждого функционала (мы не вводим соответствующих обозначений). Метод неопределенных множителей Лагранжа, как видим, «не входит» в такие «подробности», но такие «подробности» и не требуются, так как, как правило, все, что нас интересует – это 
[image: image249.wmf]*
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. Можно сказать, что метод неопределенных множителей Лагранжа соответствует «сразу всем» возможным 
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. Конец замечания.
4. Построение «полной» системы уравнений для случая исходной системы вида 
[image: image251.wmf]f
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 и уравнений связи вида  
[image: image252.wmf]r
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Рассмотрим построение «полной» системы на основе «исходной» и уравнений связи на случае, более приближенном к практике. Предположим, что при проведении безусловной минимизации некоторого функционала мы получили систему 
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 нелинейных уравнений 
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 имеет «более конкретный» вид 
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. Иными словами, нам необходимо решить систему нелинейных уравнений 
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 не зависит от 
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 зависит. Если мы запустим для решения системы нелинейных уравнений итерационный процесс, то матрица 
[image: image261.wmf]K

  будет «своя» для каждого шага итерационного процесса.

 Далее будем писать просто 
[image: image262.wmf]K

, не упоминая о зависимости от 
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.
 Таким образом, системе уравнений 
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 в данном случае соответствует система уравнений  
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Эта система 
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(1)
и есть «исходная» система.
Договоримся об одной важной детали:  уравнения системы  
[image: image269.wmf]f
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 должны быть упорядочены. В частности, первое уравнению 
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  получено взятием частной производной по первой переменной вектора неизвестных, второе уравнение – второй переменной и т.д… Необходимость подобного упорядочивания будет объяснена позже.
Предположим также, что уравнения связи 
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 представляют из себя уравнения вида «линейная комбинация неизвестных равна константе» (считайте, что в приведенной формуле константа находится в левой части; далее  мы ее просто перенесем с обратным знаком в правую часть). Для простоты будем полагать, что коэффициенты не зависят от 
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. В этом случае уравнения связи можно записать в матричном виде следующим образом:
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Здесь 
[image: image275.wmf]H
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 - вектор-столбец 
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; первое уравнение системы соответствует первому уравнению связи, второе-второму и т.д… Иначе говоря, система 
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 предполагается упорядоченной.
Чтобы получить «полную» систему, нам необходимо узнать, как в данном конкретном случае будет выглядеть 
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-го уравнения, который «стоит» при 
[image: image285.wmf]i

a

. То есть, 
[image: image286.wmf]i

k

i

k

h

a

,

=

¶

¶

y

. Введем векторы-столбцы 
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 с номером 
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) и вектор-столбец из неопределенных множителей Лагранжа 
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Замечание. Из сказанного очевидно, что изменение порядка уравнений в системе (2) потребует соответствующей перенумерации неопределенных множителей Лагранжа. Поскольку значения множителей Лагранжа и их порядок нас, как правило, не интересуют, то мы можем свободно менять местами уравнения в системе (2). Тем не менее, давайте придерживаться вышеописанного порядка в составлении системы (2). Конец замечания.
Обратите внимание: 
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) должен находиться «в том же уравнении», в котором имеется «соответствующая 
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 следует добавлять к правой части того уравнения системы 
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, которое получилось в результате взятия 
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 нужно сохранять информацию о том, по какой переменной происходило дифференцирование при получении того или иного уравнения системы 
[image: image300.wmf]f
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. Только в этом случае  мы всегда сможем определить то уравнение, к правой части которого следует добавить 
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Замечание. При получении системы 
[image: image302.wmf]f
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 мы, напомним, вели безусловную (неограниченную) минимизацию и были вправе менять уравнения местами – ведь это (при безусловной минимизации) никак не повлияло бы на конечный результат. Конец замечания.
 Необходимость запоминания информации о том, как (в результате дифференцирования по какой переменной) было получено то или иное уравнение для последующего ее использования в условной минимизации достаточно просто реализовать следующим образом: договоримся, что уравнения в системе 
[image: image303.wmf]f

a

K

=

располагаются в соответствии с номером той переменной, по которой бралась производная при получении этого уравнения. Иначе говоря, первое уравнение получено взятием производной по первой переменной, второе-второй и т. д… В этом случае информацию о той переменной, по которой бралась производная можно получить просто из номера уравнения. Такой неявный способ хранения информации через упорядочивание уравнений, как правило, и реализуется на практике.

Заметим, что мы не оговаривали возможности вести линейное комбинирование уравнений с целью получения новых уравнений при составлении системы 
[image: image304.wmf]f
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. В этом случае, для последующего «перехода» к условной минимизации, нам надо было бы хранить больше информации. Этот случай нами не рассматривается; он, как правило, никогда не реализуется на практике.
Далее будем предполагать, что у нас имеется упорядоченная вышеописанным образом система 
[image: image305.wmf]f
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 и нужная нам информация «неявно» хранится в самой последовательности расположения уравнений.

В соответствии с тем, как мы осуществляем «переход» от безусловной минимизации к условной (то есть, переход от «исходной» системы (3.9) к «полной» «системе систем» (3.11)), к правой части первого уравнения «системы систем» 
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 и так далее – вплоть до члена 
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, который необходимо добавить к правой части последнего уравнения системы 
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. Этого же эффекта мы достигнем, если просто добавим  к вектору 
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 вектор 
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-й строки 
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. Таким образом, «полная» система («система систем») будет выглядеть следующим образом:
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Введем обозначение
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Тогда система (3) примет вид
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Систему, записанную в виде (5), как правило, используют для «механической» интерпретации условной минимизации (вернее, для описания условной минимизации с использованием терминов механики). Об этом будет сказано ниже.

В системе (3) множители Лагранжа выступают в качестве дополнительных неизвестных. Этим неизвестным, как и остальным неизвестным, следует располагаться в левой части системы уравнений:
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На основании «системы систем», записанной в виде (6), сформируем одну-единственную матричную систему уравнений. При этом необходимо сформировать «общий», «расширенный», вектор неизвестных, куда будут «прицеплены» и множители Лагранжа. 

Введем вектор-столбец неизвестных 
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  (здесь вектор множителей Лагранжа «прицеплен» к концу вектора неизвестных исходной системы), матрицу  
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 зависит не от всего 
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, а только от его «верхней» части 
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Используя эти обозначения, «систему систем» (6) можно записать в виде
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или, раскрывая обозначения,
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Это и есть «полная» система для нашего частного случая.

Нижний индекс «
[image: image328.wmf]f

» в обозначениях образовался от слова «full» - «полная».


Полную систему уже можно решать, задав некоторое начальное приближение для вектора неизвестных (всех, включая множители Лагранжа). При этом будут найдены как зависимые переменные (некоторые из которых, возможно, уже были известны еще до начала решения), так и множители Лагранжа.

Заметьте – «по построению», если 
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 - симметричная матрица, то и 
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 будет симметричной матрицей. К сожалению, если 
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 - положительно определенная матрица, то 
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 может потерять это свойство (как известно, матрицы с «достаточно большими» диагональными элементами являются положительно определенными; мы же принудительно вводим нулевые диагональные элементы).

Замечание. Потеря (или отсутствие) положительной определенности, в частности, означает, что для данной матрицы нельзя провести разложение Холецкого и, вместо этого, придется использовать 
[image: image333.wmf]LU

- разложение, которое более трудоемко. Конец замечания.
5. Отступление. Использование терминов из области механики для описания системы уравнений в матричной форме 

При описании систем алгебраических уравнений, записанных в матричной форме, по заведенной традиции часто используют термины из области механики – даже в том случае, если никакой «механической» интерпретации имеющимся уравнениям придать нельзя.


Так, если имеется система
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то матрицу левой части 
[image: image335.wmf]K

 называют «матрица жесткости», а вектор правой части 
[image: image336.wmf]f

 называют «вектор нагрузки».


Если данная система получена в результате минимизации без ограничений, и мы хотим от минимизации без ограничений перейти к минимизации с ограничениями, то, как было показано выше, мы должны добавить к вектору 
[image: image337.wmf]f

 («вектору нагрузки»)  вектор 
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 и перейти от системы 
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Далее, напомним, эта система объединяется с другой системой (
[image: image341.wmf]r
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), которая 
содержит уравнения связи, задающие зависимости между переменными.


В «механических» терминах  
[image: image342.wmf]R

f

 называют «вектор сил реакции» или даже просто «силы реакции».


Нижний индекс «
[image: image343.wmf]R

» здесь от слова «Reaction» - «реакция».

Уравнения системы 
[image: image344.wmf]r
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, которые задают ограничения (зависимости между переменными) с точки зрения механики задают так называемые «голономные связи». На эти уравнения можно даже сослаться как на «голономные связи».

С той же точки зрения механики «силы реакции» 
[image: image345.wmf]R
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 являются результатом наличия «голономных связей» 
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. Говоря об этом, помните, что это всего лишь названия – мы, как сказано, употребляем их даже в том случае, если никакой «механической» интерпретации имеющимся уравнениям дать нельзя.

Аналогично, при решении слабой формы краевых задач (описываемых уравнениями в частных производных) методом Галеркина возникает так называемая «матрица масс». Кроме того, в этом же случае имеется один, достаточно непривычный, способ учета граничных условий, в котором необходимо правильно подобрать определенную константу; об этой константе говорят как о «коэффициенте жесткости (пружины)», а сам способ называют «учет граничных условий с помощью подбора коэффициента жесткости пружины».

Мы просто будем употреблять вышеописанные термины для ссылок на различные «части» системы уравнений; изучать те области теоретической механики, где названия означают нечто «реальное» совсем не обязательно (кстати, в этих областях также используется метод неопределенных множителей Лагранжа).
6. Редукция полной системы уравнений

Рассмотрим матрицу 
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 размерности 
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. Это матричный оператор, выполняющие отображение из 
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-мерного евклидова пространства 
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 в 
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-мерное эвклидово пространство 
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. Нуль-пространство матрицы 
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 будем обозначать 
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 будем обозначать 
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. Для обозначения пространств взяты латинские буквы «N» и «R» ; шрифт - «Blackadder ITC».
Напомним, что нуль-пространство матрицы 
[image: image357.wmf]H
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 - это пространство, содержащее все векторы 
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, для которых справедливо  выражение 
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. Любой вектор из этого пространства, как следует из этой формулы, отображается матричным оператором 
[image: image361.wmf]H

 на нулевой вектор. Ортогональное дополнение к  
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, обозначаемое здесь 
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 - это пространство из множества векторов пространства 
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, которые ортогональны к любому вектору из 
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Напомним, что 
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. Здесь знаком «
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» обозначена операция, которая называется «сумма подпространств». Иначе говоря, 
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 являются подпространствами евклидова пространства 
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 и «в сумме» дают все 
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Используя более привычные для линейной алгебры термины, отметим, что пространство 
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 - это ни что иное, как пространство строк матрицы 
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 или, что то же самое, пространство столбцов матрицы 
[image: image377.wmf]T

H

. 

Обозначение  «
[image: image378.wmf]N

» - от «null», а «
[image: image379.wmf]R

» - от «row» - «строка».

Построим для каждого из подпространств - для
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 - базисы. По принятому соглашению все векторы у нас – векторы-столбцы; это касается и базисных векторов. Все базисные векторы (и 
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) имеют размерность 
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. Не путайте размерность используемых здесь базисных векторов с размерностями пространств! Например, если рассматривается евклидово пространство 
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 может иметь размерность девяносто, но векторы базиса 
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 будут иметь сто компонент. Если говорить применительно к трехмерному случаю (
[image: image389.wmf]3
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), то это будет звучать так: из того, что нуль-пространство представляет из себя «одномерную» прямую, проходящую через центр координат, вовсе не следует, что вектор, задающий эту прямую, должен также иметь одну компоненту (прямая является «линейной оболочкой» вектора). Вектор будет иметь три компоненты.

Далее, на основании построенных базисов в 
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 построим две матрицы - 
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 и 
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 соответственно. Матрица 
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 образована из векторов базиса 
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 - из векторов базиса 
[image: image397.wmf])

(

H

R

. Обозначения достаточно понятны – они указывают на связь с подпространствами.

Любой вектор 
[image: image398.wmf]a

 евклидова пространства 
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 можно представить в виде суммы линейных комбинаций векторов базиса 
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 и векторов базиса 
[image: image401.wmf])
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. Используя введенные обозначения, этот факт можно записать следующим образом:
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Здесь 
[image: image403.wmf]N

a

 - «проекция» 
[image: image404.wmf]a

 на 
[image: image405.wmf])
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, 
[image: image406.wmf]R

a

 - «проекция» 
[image: image407.wmf]a

 на 
[image: image408.wmf])
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. Как будет ясно из дальнейшего, 
[image: image409.wmf]N

a

 - это вектор переменных так называемой «редуцированной» системы. В «редуцированной» системе фигурируют только независимые переменные.
Вернемся к системе
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Если вектор 
[image: image411.wmf]a

 имеет 
[image: image412.wmf]N

 компонент, а число уравнений связи равно 
[image: image413.wmf]M

, то 
[image: image414.wmf]H

, напомним, будет иметь размерность 
[image: image415.wmf]]
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. Применительно к нашему случаю 
[image: image416.wmf]N

 будет иметь размерность 
[image: image417.wmf]]
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, а 
[image: image418.wmf]R

 - 
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. Размерность 
[image: image420.wmf]N
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 - 
[image: image421.wmf]]
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, а 
[image: image422.wmf]R
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 - 
[image: image423.wmf]]
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Предположим, что мы уже вычислили 
[image: image424.wmf]N

 и 
[image: image425.wmf]R

 для 
[image: image426.wmf]H

(как это делать для простых случаев будет описано ниже). 
Уравнение 
[image: image427.wmf]r
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 системы (2) позволяет найти вектор 
[image: image428.wmf]R
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, фигурирующий в системе (1). Подставим разложение 
[image: image429.wmf]R
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 в это уравнение 
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Выражение 
[image: image432.wmf]N
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 - ни что иное, как некоторый вектор, принадлежащий нуль-пространству 
[image: image433.wmf])
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, полученный комбинированием базисных векторов 
[image: image434.wmf])

(

H

N

. Как было сказано, матричный оператор 
[image: image435.wmf]H

 отображает такой вектор на нулевой вектор 
[image: image436.wmf]M
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. То есть, 
[image: image437.wmf]0
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. Опуская нулевой вектор, получим следующее уравнение:


[image: image438.wmf]r
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Введем операцию решения системы линейных алгебраических уравнений; для обозначения операции будем использовать символ «
[image: image439.wmf]\

». Пусть 
[image: image440.wmf]b

x

A

=

, где 
[image: image441.wmf]x

 - вектор неизвестных.  Тогда, используя введенные обозначения, «получение вектора неизвестных» будем записывать следующим образом: 
[image: image442.wmf]b
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Договоримся, о том, что мы понимаем под решением системы линейных алгебраически уравнений с «численной» точки зрения:  если 
[image: image443.wmf]A

 не является квадратной матрицей, то решение будет искаться по методу наименьших квадратов; если 
[image: image444.wmf]A

- квадратная матрица, то решение будет искаться «стандартными» способами – методом исключения Гаусса, с помощью разложения Холецкого или
[image: image445.wmf]LU

 - разложения или другими способами. Использование метода наименьших квадратов будем оговаривать явно.

Найдем из полученного уравнения 
[image: image446.wmf]r
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 вектор  
[image: image447.wmf]R

a

:


[image: image448.wmf]r

HR

a

\

)

(

=

R

.
Решение ищется методом наименьших квадратов.


Подставим  выражение 
[image: image449.wmf]r
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[image: image450.wmf]R

N

a

R

a

N

a

+

=

:



[image: image451.wmf])

\

)

((

r

HR

R

a

N

a

+

=

N

.


Второй член правой части - 
[image: image452.wmf])
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 - достаточно громоздок. Для упрощения последующих уравнений введем вектор 
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Замечание. Если бы мы решали эту же задачу (двумерную) методом Галеркина (через переход к слабой форме уравнения в частных производных), то появление 
[image: image454.wmf]D

a

 было бы обусловлено наличием краевых условий Дирихле; именно от «Дирихле» мы и взяли 
[image: image455.wmf]D

 в нижнем индексе. Конец замечания.
Итак,
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(3)
Это уравнение выражает вектор всех переменных через вектор переменных 
[image: image458.wmf]N

a

 «редуцированной» системы (смотри ниже) и вектор-константу, учитывающий имеющиеся  ограничения.

Подставим выражение (3) для 
[image: image459.wmf]a

 в первое уравнение системы (2) – в 
[image: image460.wmf]f
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 (далее не будем писать, что 
[image: image461.wmf]K

 зависит от 
[image: image462.wmf]a
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Уравнение (разумеется, на самом деле это система уравнений) 
[image: image465.wmf]D
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 по-прежнему избыточно: хотя теперь в нем имеется вектор неизвестных 
[image: image466.wmf]N
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, в котором только независимые переменные, но множители Лагранжа по-прежнему остались. Для того, чтобы избавится от них, это уравнение необходимо умножить на 
[image: image467.wmf]T
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 слева:
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Как известно, 
[image: image470.wmf]T
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.  Легко понять, что 
[image: image471.wmf]HN

 - нулевая матрица размерности 
[image: image472.wmf]]
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. В самом деле, каждый из столбцов матрицы 
[image: image473.wmf]N

 матричный оператор 
[image: image474.wmf]H

 отображает на нулевой вектор евклидова пространства 
[image: image475.wmf]M
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, так как, по построению, матрица 
[image: image476.wmf]N

 состоит из базисных векторов 
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. Соответственно 
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 - нулевая матрица, имеющая размерность 
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,

[

M

M

N

-

. После умножения  
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 на вектор неопределенных множителей Лагранжа 
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 (размерность 
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) мы получим нулевой вектор размерности 
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В итоге мы пришли к следующему матричному уравнению (нулевой вектор опущен):
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Полученная система не содержит ни зависимых переменных, ни множителей Лагранжа. Эта система состоит из 
[image: image487.wmf]M
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линейно независимых уравнений, которые позволяют определить вектор независимых переменных 
[image: image488.wmf]N
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Данная система называется также редуцированной системой и может быть записана в виде
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где
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Индекс «r» - от слова «reduced» - «редуцированная».


Напомним, что индекс «N» в  
[image: image494.wmf]N

a

 «образовался» от матрицы 
[image: image495.wmf]N

,  связанной с 
[image: image496.wmf])
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, а не от константы 
[image: image497.wmf]N

, которая задает общее количество неизвестных (зависимых и независимых). 

Отметим также, что если матрица 
[image: image498.wmf]K

 симметричная, то и матрица 
[image: image499.wmf]KN
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 симметричная; это же относится и к положительной определенности.

Замечание. Легко заметить, что в простейшем случае (если имеются только зависимости вида «переменная такая-то равна константе такой-то») переменные  «редуцированной» системы являются (возможно) перенумерованными независимыми переменными «исходной» системы. (При зависимостях указанного вида вопрос о том, какая переменная является зависимой, а какая – независимой решается однозначно.) Если будут присутствовать более сложные зависимости вида «линейная комбинация неизвестных (с несколькими ненулевыми коэффициентами) равна константе», то столь простое сопоставление между компонентами 
[image: image500.wmf]N
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 и 
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 провести нельзя. Переменные, входящие в 
[image: image502.wmf]N
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 будут, если можно так сказать,  «непривычны» нам (эти переменные будет трудно «интерпретировать»). В любом случае нам потребуется сделать переход от  
[image: image503.wmf]N
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 к 
[image: image504.wmf]a

, в котором (
[image: image505.wmf]a

) присутствуют только «привычные» переменные, упорядоченные «привычным» образом. Конец замечания.
Итак, решив редуцированную систему 
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, нам (по причинам, объясненным в замечании) необходимо перейти от 
[image: image508.wmf]N
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 обратно  к вектору 
[image: image509.wmf]a

 Необходимая для этого формула уже имеется – смотри (3):
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Если нас по какой-то причине заинтересуют множители Лагранжа, то, зная 
[image: image512.wmf]a

, мы можем найти и их. Для этого воспользуемся уравнением 
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Решение ищется методом наименьших квадратов.

Рассмотрим ряд вышеприведенных формул применительно к итерационным процессам, при проведении которых будет решаться полученная система нелинейных уравнений.
При решении системы нелинейных уравнений мы начинаем с некоторого приближения вектора неизвестных. Будем обозначать решение системы 
[image: image515.wmf]·

a

, а приближение этого решения на 
[image: image516.wmf]i

 - том шаге итерационного процесса - 
[image: image517.wmf]i
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. Начальное приближение, соответственно, будем обозначать 
[image: image518.wmf]0
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.
В начале итерационного цикла нам необходимо сделать переход от 
[image: image519.wmf]0
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 к 
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 (надеюсь, обозначение достаточно понятно). В соответствии с (3) 
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Предположим, мы ведем итерационный процесс далее. После того, как найден 
[image: image523.wmf]i
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 (надеюсь, обозначение понятно), нам необходимо найти соответствующий ему 
[image: image524.wmf]i
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. Это необходимо сделать, в частности и потому, что на следующем 
[image: image525.wmf])
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-ом шаге 
[image: image526.wmf]i
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 будет использоваться для вычисления матрицы жесткости 
[image: image527.wmf]K

. (На 
[image: image528.wmf]i

- том шаге, на котором вычисляется 
[image: image529.wmf]i
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, используется 
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Кроме того, 
[image: image531.wmf]i

a

 может нам понадобиться для вычисления множителей Лагранжа (смотри ниже).


Согласно формуле (6.3) имеем:
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7. Построение матриц 
[image: image534.wmf]N

 и 
[image: image535.wmf]R

 для простого случая
Как было показано, для построения редуцированной системы на основании матрицы 
[image: image536.wmf]H

необходимо построить матрицы 
[image: image537.wmf]N

 и 
[image: image538.wmf]R

. В том случае, когда 
[image: image539.wmf]H

 содержит строки только с одним ненулевым элементом такое построение выполнить очень просто. Данный случай может рассматриваться отдельно и иметь отдельную же численную реализацию. При этом, естественно, следует предусмотреть и общий случай – когда строки 
[image: image540.wmf]H

 содержат несколько ненулевых элементов. В рассматриваемой нами задаче (и при рассмотрении краевых задач для уравнений в частных производных) такие  «общие случаи», как правило, не возникают.


Покажем, как можно построить матрицы 
[image: image541.wmf]N

 и 
[image: image542.wmf]R

 в простейшем случае (здесь приводится только образец, из которого видно, как действовать в других случаях). Предположим, что 
[image: image543.wmf]H

 имеет следующий вид:
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В этом случае мы используем 
[image: image545.wmf]H

 чтобы сказать: такие-то переменные (вторая, третья и четвертая – нумерация с единицы) равны таким-то константам.


Для данного 
[image: image546.wmf]H

 матрицы 
[image: image547.wmf]N

 и 
[image: image548.wmf]R

 будет выглядеть следующим образом:
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Если вы внимательно присмотритесь к тому, что происходит в уравнении (4.4)
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в рассматриваемом случае, то увидите, что тот же самый результат можно получить, действуя следующим образом:


1. Вычеркнем из «исходной» системы 
[image: image553.wmf]f
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 строки (уравнения) с теми же номерами, что и номера зависимых переменных.

2. Подставим в оставшиеся уравнения значения зависимых переменных и перенесем получившиеся после подстановки константы в правую часть.

3. Произведем перенумерацию переменных.


При решении задач так часто поступают не задумываясь, что за этим стоит – то есть, даже не подозревая, что используют метод неопределенных множителей Лагранжа.

Замечание. Очевидно, при переходе от «исходной» системы 
[image: image554.wmf]f
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 к «редуцированной» способом, описанным в трех вышеперечисленных пунктах, мы не можем «вычеркивать» произвольные строки системы 
[image: image555.wmf]f
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, а лишь те, «которые надо». Если бы мы не проводили условную минимизацию, а «просто» имели систему 
[image: image556.wmf]f
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, для которой заранее известны некоторые компоненты решения 
[image: image557.wmf]a

, в котором все переменные – независимые, то мы могли бы «убирать» отдельные уравнения системы произвольным образом. Помните об этом важном различии! Конец замечания.
8. Множители Лагранжа и критерий останова итерационного процесса

Для определенности оговорим условия, при которых мы будем останавливать итерационный процесс в предположении, что текущий вектор неизвестных достаточно близок к решению.


Есть два основных критерия, по которым мы судим о том, что близко «подошли» к решению:


1. Можно считать, что мы близко подошли к решению, если норма разности векторов неизвестных на 
[image: image558.wmf]i

-том и 
[image: image559.wmf])
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-ом шагах итерационного процесса достаточно мала (меньше некоторого наперед заданного числа 
[image: image560.wmf]d

 или равна ему).


Применительно к полной системе это можно записать следующим образом:
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Применительно к редуцированной системе –
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Индексы 
[image: image563.wmf]r

 и 
[image: image564.wmf]f

 указывают на связь с редуцированной или с полной системой уравнений соответственно. Заметьте - 
[image: image565.wmf]f

d

 и 
[image: image566.wmf]r
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 - разные числа! О том, как именно вычисляется норма (как она называется), мы не уточняем


Сразу виден недостаток такого подхода: из того, что «соседние» приближения решения близки вовсе не следует, что мы находимся близко к самому решению! Возможно, итерационный процесс просто медленно сходится  (по крайней мере, на некоторой «плохой области», к которой эти приближения принадлежат).  Следовательно, использовать данный критерий для остановки вычислений нельзя, если нет дополнительных данных о скорости сходимости итерационного процесса; данный факт приводит к тому, что становятся необходимыми дополнительные исследования, которые не всегда имеет смысл проводить.


2. Можно считать, что текущий вектор неизвестных достаточно хорошо аппроксимирует решение, если норма вектора невязок системы уравнений 
[image: image567.wmf]ρ

 (при подстановке в систему данного вектора неизвестных) достаточно мала (меньше некоторого наперед заданного значения 
[image: image568.wmf]e

 или равна ему). Невязкой уравнения 
[image: image569.wmf]r

, напомним, называется разность его правой и левой частей (или левой и правой). Для полной системы этот критерий останова запишется так:
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а для редуцированной так:
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Как и в предыдущем случае, 
[image: image574.wmf]f

e

 и 
[image: image575.wmf]r

e

 - разные числа. Индексы указывают на связь с полной или с редуцированной системой уравнений. По-прежнему, мы не конкретизируем, какая норма используется.


Именно такой критерий и следует использовать при принятии решения о том, достаточно ли близко мы находимся к решению или нет, если мы не хотим проводить никаких дополнительных исследований.


Итак, у нас имеется два «правильных» критерия – для полной системы и для редуцированной. Какой из них использовать?! Ясно, что если система полная, то надо использовать критерий для полной системы – зачем проводить редукцию только для того, чтобы найти норму невязки? Если же мы используем редуцированную систему, то для использования в этом случае критерия для полной системы дополнительные затраты невелики – надо всего лишь найти множители Лагранжа.


Давайте для определенности договоримся, что под критерием останова мы будем понимать критерий останова для полной системы – даже если мы используем редуцированную систему. Ввиду этого соглашения критерий останова будем писать просто:
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подразумевая при этом, что 
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Итак, с учетом принятого соглашения, неопределенные множители Лагранжа придется вычислять на каждом шаге итерационного процесса для определения нормы невязки полной системы – даже если мы «работаем» с редуцированной системой.


Напомним, множители Лагранжа находятся из уравнения  
[image: image578.wmf]f
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 системы (

Если нас по какой-то причине заинтересуют множители Лагранжа, то, зная 
[image: image579.wmf]a

, мы можем найти и их. Для этого воспользуемся уравнением 
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системы (6.2); по формуле (6.6):
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Распишем эту формулу «подробнее» - применительно к итерационному процессу.
На 
[image: image582.wmf]i

 - том шагу итерационного процесса мы ищем 
[image: image583.wmf]i

 - тое приближение решения 
[image: image584.wmf]i
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, основываясь на предшествующем приближении 
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 . Нумерация шагов – с единицы; не первом шаге мы ищем приближение 
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, используя заданное начальное приближение 
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. В частности, на 
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-том шаге уравнение 
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, выглядит следующим образом:
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(1)
Поскольку мы имеем дело с редуцированной системой, то после ее решения на 
[image: image592.wmf]i

-том шаге нам непосредственно будет известен 
[image: image593.wmf]i
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, а не 
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. Чтобы найти 
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, необходимо воспользоваться формулой (6.8):
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Следовательно,
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9. Итоги. Общий план действий для случая исходной системы вида 
[image: image599.wmf]f
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 и уравнений связи вида  
[image: image600.wmf]r
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Суммируя вышесказанное, можно выделить три «шага», которые необходимо сделать для составления конечной системы уравнений в том случае, если «исходная» система имеет вид 
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, а уравнения связи можно записать в виде 
[image: image602.wmf]r
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:
1. Составляется «исходная» система уравнений, в предположении, что имеет место безусловная минимизация. При этом, однако, уравнения в исходной системе должны быть определенным образом упорядочены.

2. От «исходной» системы переходят к «полной» системы. Здесь как бы «вспоминают», что на самом деле вместо безусловной минимизации на самом деле проводится условная минимизация и вносят в систему уравнений соответствующие коррективы.

3. Проводят редукцию «полной» системы; при этом осуществляется переход от «полной» системы к «редуцированной» системе. Данный шаг делается в целях уменьшения размерности решаемой системы.

После проведения этих трех шагов переходят непосредственно к решению полученной системы нелинейных алгебраических уравнений (к решению «редуцированной» системы).
Вы можете свободно воспроизводить и распространять данную работу целиком или по частям любым способом, в том числе и на коммерческой основе без выплаты вознаграждения автору. 

При печати на бумаге в «настоящем» издательстве работы целиком - просьба прислать автору контрольный экземпляр.

Метод неопределенных множителей Лагранжа:

взгляд со стороны линейной алгебры
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