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Предисловие


Целью данной работы является разбор диссертации [ДИС] В.А. Мохова «Разработка алгоритмов прямого синтеза аппроксимирующих нейронных сетей». 

Далее будет установлены следующие недостатки и ошибки [ДИС]:

1. Критерий, используемый для остановки измельчения конечноэлементной сетки при проведении адаптивной аппроксимации неверен.


2. При переходя к «правильному» критерию аппроксимация функции полиномами второй степени становится ненужной.


3. Разработанный В.А. Моховым алгоритм аппроксимации полиномами второй степени (рассматриваемый сам по себе) содержит недостатки, главные из которых следующие: значение ряда коэффициентов принимается произвольным, чего нельзя делать при аппроксимации функции, о которой заранее ничего неизвестно; аппроксимирующая функция в общем случае терпит разрывы на границах конечныx элементов.


4. Устранение указанных в п. 3 недостатков ведет к давно известной аппроксимации, использующей лагранжевы треугольники второго порядка.


5. Оценка погрешности аппроксимации выполнена ошибочным образом. Ограничения, наложенные на аппроксимируемую функцию для достижения гарантированной точности аппроксимации нелепы. Более сложный случай оценки погрешности аппроксимации, когда аппроксимирующая функция  является проекцией элемента одного функционального пространства на другое пространство, не рассматривается.

Мы не придерживаемся при изложении того порядка, который присутствует в данных пунктах, хотя такой порядок, вероятно, логически более оправдан. Вместо этого вначале мы рассматриваем наиболее простые вещи, а затем – более сложные. Вначале идет п. 3. (главы 1 и 2), затем п. 4 (глава 2), затем 5 (глава 3) и, наконец, пп. 1 и 2 (главы 6, 8 и частично 7). Глава 4 и глава 7 имеют главным образом справочный характер для тех, кто незнаком с теми областями, которых мы касаемся.


Разумеется, перед изучением данной работы желательно, хотя бы «бегло» ознакомиться с критикуемой диссертационной работой [ДИС] и авторефератом к ней [АВТ].

Замечание. Прошу помнить об одной важной вещи тех, кто знаком с аппроксимацией радиальными базисными функциями: при такой аппроксимации мы допускаем множество радиальных базисных функций в той области, в которой мы ведем аппроксимацию. В рассматриваемом случае это не так; рассматриваемый случай не имеет отношения к «привычной» аппроксимации радиальными базисными функциями. Здесь речь идет об аппроксимации полиномом второй степени. Конец замечания.

В данной работе термины «Адаптивное измельчение/уплотнение/генерация конечноэлементной сетки означают одно и то же и являются, может быть, не очень удачными, переводами термина «adaptive mesh refinement».
1. О выборе интерполирующей функции на отдельном конечном элементе

Еще в средней школе, при изучении квадратного уравнения 
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которому «геометрически» соответствует парабола, показывают следующие нехитрые преобразования: 
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а затем поясняют, что данную параболу можно получить из исходной 
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 раз. При этом, разумеется должно выполняться 
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В. А. Мохов решил аппроксимировать (интерполировать) функции (на отдельном конечном элементе) в двухмерном и трехмерном случае праболоидами вращения. То есть, в двумерном случае функцией вида (константы обозначены заглавными буквами)
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а в трехмерном – вида
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И в том и в другом случае он решил остановиться на полиномах второй степени; при этом он решил аппроксимировать (интерполировать) функцию не полиномом второй степени «общего вида», а, подчеркнем, полиномами второй степени специального вида (3) и (4). 

Такая аппроксимация на отдельном конечном элементе нужна ему как составная часть в алгоритме аппроксимации функций, который использует адаптивное уплотнение конечноэлементной сетки. Данный алгоритм будет рассмотрен далее.

Посмотрим, насколько оправдан  выбор (3) и (4).


Сначала рассмотрим двумерный случай (случай линии на плоскости). Беглый взгляд на (2) и (3) показывает, что можно сделать следующее отождествление:
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Следовательно, по данным формулам, при условии, что 
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, мы всегда можем перейти от записи (1) к записи (3). И наоборот, (при условии, что 
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) возможен переход от (3) к (1):
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Очевидно (3) есть то же самое, что и (1) при 
[image: image18.wmf]0
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: и в том и в другом случае получается аппроксимация полиномом второй степени, где имеются «все члены». При этом нам «все равно», что искать - константы 
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 и 
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 в случае (1) или константы 
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 в случае (3).


Повторим: и в том и в другом случае (при 
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)  мы имеем дело с полиномом второй степени, в котором присутствуют все члены. Обратите внимание также на то, что количество отыскиваемых неизвестных в обоих случаях одинаково.


В том случае, когда 
[image: image26.wmf]0
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, формула (1) более универсальна: мы можем вести аппроксимацию полиномом первой степени. Для формулы (3) такое невозможно. Очевидно, обе формулы одинаково хорошо подходят для аппроксимации полиномом «нулевой степени», - то есть, константой.


Из-за описанного недостатка, при пользовании формулой (3) случай 
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 следует рассматривать отдельно. Отметим, что В.А. Мохов об этом не упоминает (и не вносит соответствующих «патчей» в программу). По сути,  В.А. Мохов просто иначе записывает формулу (1) .

Итак, ничего замечательного в том, что В.А. Мохов предложил для одномерного случая, нет.


Перейдем к трехмерному случаю (случаю поверхности в трехмерном пространстве).


В общем случае уравнение поверхности задается в виде
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Для задания поверхности необходимо найти шесть неизвестных констант. В.А. Мохов в (4)  ищет всего четыре константы:
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Здесь, вероятно, он хочет поставить в соответствие формуле (7) формулу (4) таким же образом, как формуле (1) соответствует формула (3). Как видим, такого соответствия провести нельзя, поскольку, как  в (4) всего четыре неизвестных константы, а в (7) – шесть. Чтобы проводить сопоставление, необходимо, по крайней мере, столько же «степеней свободы». Кроме того, как видно из вышеприведенного, при подобном сопоставлении могут возникнуть «особые случаи».


Если попытаться провести сопоставление правильно, то можно показать, что (7) соответствует
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Очевидно,  что (смотри (7))
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и, следовательно,
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при этом должны одновременно выполняться условия 
[image: image43.wmf]0
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[image: image44.wmf]0
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Кроме того, (7) можно попытаться записать иначе и несколько более сложным способом:
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Здесь, очевидно,
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Отсюда
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а 
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 могут быть найдены решением системы
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которая имеет единственное решение при 
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Случай 
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 следует рассматривать особо.


Итак, В.А. Мохов  в трехмерном случае

[image: image61.wmf]2

2

fy

ex

dxy

cy

bx

a

z

+

+

+

+

+

=








(7)


«сопоставил» (7) не (8) или (11)
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а, по какой-то причине (4):
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По-видимому формула (4) для трехмерного случая получилась слепым копированием того, что имеет место в двухмерном случае (3); при этом В.А. Мохов даже не задумался над тем фактом, что в двумерном случае в (1) и (3) число «степеней свободы» (неизвестных констант,) совпадает, а в трехмерном случае в (7) и (4) – не совпадает. 

Решив аппроксимировать многочлен (7) по формуле (4), В.А. Мохов, если говорить в обозначениях (8) и (11), положил
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Чем он обосновал свое право так поступать?!  На стр. 49-51 диссретации [ДИС] (п. 2.3), сказано следующее:

«Опираясь на проведенный здесь анализ возможного вида аппроксимирующего полинома и ориентируясь на повышение скоростных характеристик алгоритма, анализирующего поведение объекта и формирующего обучающую выборку при построении нейросетевой модели, наиболее целесообразно применение полиномов, для расчета коэффициентов которых требуется выполнить минимальное число запросов к исследуемому объекту.»

Попросту говоря, В. А. Мохов положил 
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 (15) потому, что… так считать быстрее!
На это следует заметить, что если все коэффициенты брать «с потолка», то считать вообще не придется. Не знаю, дадут ли за такой способ ускорения расчетов ученую степень… А еще расчеты можно ускорить, перейдя от полиномов второй степени к полиномам первой степени или даже нулевой (правда, зачем тогда В.А. Мохов все-таки решил использовать полиномы второй степени?).

В результате получается, что полином второй степени есть, а точности аппроксимации, которой можно достигнуть с его помощью – нет. Кстати, диссертация В.А. Мохова не содержит каких либо оценок, того, насколько его «новшества» ухудшают точность аппроксимации по сравнению с тем случаем, когда все делается «так как надо».

Полагать 
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 (15) можно только в том случае, если нам заранее известно, что именно так и надо аппроксимировать функцию (например, из каких-либо теоретических соображений) – то есть в том случае, если функция заведомо имеет определенный специальный вид. Именно в этом случае и уместно ставить вопрос о «более конкретном» виде полинома второй степени.
Ясно, что в рассматриваемом В.А. Моховым «общем случае» нельзя вести никакой речи о том, что аппроксимируемая функция имеет какой-то специальный вид. При этом, согласно здравому смыслу, следует вести либо аппроксимацию полиномами второй степени вида (7), либо вообще отказаться от полиномов второй степени и перейти к полиномам первой степени.

Итак, чтобы аппроксимировать функцию полиномом второй степени, нам, в общем случае все равно понадобиться делать «замеры» значений функции в шести точках, а не в четырех, как делает это В.А. Мохов. Единственное, чем нам остается манипулировать для достижения большей точности – это расположением точек.

В.А. Мохов обобщает свой метод интерполирования на произвольное число измерений – смотри [ДИС], формула (2.5) на стр. 49. При этом, естественно, в пространствах с б`ольшим числом измерений действовать в стиле (15), беря «с потолка» значения коэффициентов, придется в гораздо б`ольшем масштабе.
Замечание. Возможно, проводимые в этой главе преобразования многим напомнят преобразования уравнений второй степени к одному из канонических видов, изучаемые в соответствующем разделе аналитической геометрии. Отметьте, что здесь мы просто записываем исходное уравнение в иной форме, не проводя никаких вращений и перемещений координатной системы. Конец замечания.
Итак, метод предложенный В.А. Моховым для аппроксимации функции полиномом второй степени специального вида в пределах отдельного конечного элемента есть ничто иное, как изуродованная обычная аппроксимация полиномом второй степени, в котором присутствуют все члены. В общем случае нет никаких причин использовать именно метод Мохова, а не всем понятный и привычный метод.

2. Об аппроксимации разрывными функциями и «более современном» подходе к аппроксимации функций

Выше мы рассматривали метод аппроксимации, предложенный В.А. Моховым, применительно к отдельному конечному элементу. Давайте рассмотрим метод «глобально» – применительно ко всей области.

Отметим, что аппроксимируя функцию на каждом отдельном треугольном конечном элементе параболоидами вращения, мы, в общем случае, не можем получить непрерывную «глобальную» функцию. В самом деле. В.А. Мохов «считывает» значения функции в четырех точках: в вершинах треугольника и в его центре. Чтобы функция была непрерывна на границе двух конечных элементов (напомним, речь идет о полиномах второй степени), необходимо, чтобы на границе располагалось три точки, в которых определяется значение аппроксимируемой функции. 

Сделаем пояснения. Непрерывная функция на границе может рассматриваться как функция одной переменной (для этого необходимо провести соответствующую параметризацию). Эта функция одной переменной будет полиномом второй степени. Чтобы однозначно задать полином второй степени, необходимо получить значения функции в трех точках. У нас же на границе имеется только две точки, для которых значения функций с обеих сторон границ гарантированно совпадают. 

Итак, на границе функция может (и, в общем случае, будет) «рваться».
В.А. Мохов то ли не понимает, что он ведет аппроксимацию разрывной функцией, то ли попросту не акцентирует явно на этом внимания. При этом интересно, что в нескольких местах – стр. 49, стр. 52 [ДИС] - В.А. Мохов зачем-то акцентирует внимание на том, что используемый им гиперболоид вращения «достаточно гладкий», хотя и так ясно, что любой полином – «идеально гладкая» функция (то есть, непрерывная и бесконечное число раз дифференцируемая).
Следует отметить, что аппроксимация разрывной функцией – достаточно странный выбор. Странный хотя бы потому, что В.А. Мохов по-видимому, оперирует только интегралом Римана, который нельзя взять от разрывной функции. При попытке же оценить, насколько аппроксимирующая функция 
[image: image71.wmf]f
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 близка к аппроксимируемой 
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, обычно приходится брать «глобальные» интегралы по всем конечным элементам, в которых (интегралах) фигурирует разность упомянутых функций. Используя разрывные функции для аппроксимации, мы изначально должны ориентироваться на интеграл Лебега. В.А. Мохов, нигде в [ДИС] явно не пользуется интегралом Лебега и, по-видимому, стремиться его использования избежать (при оценке погрешности аппроксимации он рассматривает погрешность аппроксимации только применительно к одному отдельному конечному элементу).
Существует еще один недостаток в использовании для аппроксимации разрывных функций, который мы обсудим ниже.
«Более современный» подход к задаче аппроксимации одной функции другой заключается в том, что данная задача рассматривается как задача аппроксимации элемента одного функционального пространства элементом другого функционального пространства, являющимся подпространством первого пространства. При этом в пространстве, элементом которого осуществляется аппроксимация, строится базис, а сам аппроксимирующий элемент представляется в виде линейной комбинации элементов упомянутого базиса. В такой постановке «акт аппроксимации» можно представить действием оператора, отображающего (проектирующего) элемент одного пространства на элемент другого. Конкретный пример такого подхода рассматривается в главе «Одна теорема об интерполяции решения краевой задачи непрерывной кусочно-полиномиальной функцией».

В такой «более современной» постановке  задачи аппроксимации пространство, элементами которого осуществляется аппроксимация, выбирается таким, что все функции, входящие в него, по меньшей мере непрерывны; соответственно и базис в этом пространстве состоит из непрерывных функций. (Вы можете считать это «правилом хорошего тона»). При этом, естественно, и аппроксимирующий элемент является непрерывной функции. 

Более того, разрывные функции рассматриваются как пределы последовательностей непрерывных функций (не принадлежащие пространствам непрерывных функций); пространства, содержащие разрывные функции, «строятся» на основе пространств непрерывных функций с помощью процедуры «пополнения», в ходе которой к исходному пространству непрерывных функций добавляются «предельные точки», ему не принадлежащие.

Чтобы пояснить сказанное, проведем аналогию с рациональными и иррациональными числами. Как известно, иррациональное число может быть с любой точностью приближено рациональным числом. Хотя возможно и обратное, но так никто не поступает. Пространство непрерывных функций можно уподобить рациональным числам, а пространство, содержащее и разрывные и непрерывные функции, полученное в результате «пополнения» - множеству вещественных чисел.


Замечание. Очевидно, множество рациональных чисел не является линейным пространством; мы лишь проводим аналогию. Конец замечания.
Из сказанного видно, что для аппроксимации следует использовать непрерывные функции. Для обеспечения же непрерывности в данном случае следует поместить на границы конечного элемента по дополнительной точке, а точку из центра треугольника убрать; таким образом, всего у нас окажется шесть точек, в которых мы получаем значение функции – столько, сколько надо для интерполирования полиномом второй степени. Если «дополнительные» точки на границах конечного элемента размещать точно по центрам сторон, то мы получим давно и хорошо известные квадратичные лагранжевы треугольники (лагранжевы треугольники второго порядка). Они хорошо подходят и для «более современной» постановки задачи аппроксимации.
Интересно, что В.А. Мохов рассуждает о конечноэлементной аппроксимации полиномами, но не разу не говорит о том, элементами какого пространства он осуществляет аппроксимацию и как построить базис в данном пространстве, хотя это давно и хорошо изученный вопрос, который должен быть знаком каждому, кто изучал метод конечных элементов. Аппроксимируя полиномами первой степени, В.А. Мохов вычисляет коэффиценты в уравнениях плоскостей, а не коэффициенты разложения по элементам базиса пространства.
Выше мы видели, что метод аппроксимации полиномом второй степени в границах отдельного конечного элемента, предложенный В.А. Моховым, есть лишь необоснованно «изуродованный» обычный способ интерполяции полиномом второй степени. В этой главе мы увидели, что, рассматривая аппроксимацию «глобально», следует потребовать непрерывности аппроксимирующей функции. В результате всех «доработок», как сказано выше, мы приходим к обычным лагранжевым треугольникам второй степени.
3. Оценка В.А. Моховым погрешности аппроксимации


Если ведется численное интегрирование функции одной переменной методом трапеций или методом Симпсона функции, то может оказаться полезным «правило Рунге», которое дает (не всегда правильную – то есть, в «общем случае» - неправильную!!!)  оценку того, насколько хорошо выполнено интегрирование:
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где 
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 для формулы трапеций и 
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 для формулы Симпсона. Напомним, что для формулы Симпсона шаг 
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 - это расстояние между двумя ближайшими точками, в которых вычисляется функция (а не между тремя).


Если задана абсолютная погрешность 
[image: image77.wmf]e

, с которой необходимо вычислить интеграл, то, проводя последовательно множество циклов разбиения имеющихся «конечных элементов» в виде отрезков, следует добиться того, чтобы на некотором цикле выполнялось неравенство
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Тогда можно надеяться, что
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или хотя бы 
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Разумеется, в «общем случае» такая надежда ложна. Данная формула описывает асимптотическое поведение 
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 все еще «достаточно велико», то с уменьшением шага разбиения функция, характеризующая ошибку 
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, может вести себя самым причудливым образом – в том числе и возрастать.


При использовании правила Рунге и подобных формул мы «надеемся» на то, что 
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 уже «достаточно» мало и, следовательно, пройдена «область больших 
[image: image86.wmf]h

», при которых 
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 ведет себя «не так, как надо» и, следовательно, при дальнейших разбиениях формула (1)  «более-менее» справедлива.


В том случае, когда мы можем лишь получить значения интегрируемой функции в некотором конечном наборе точек, (а в промежутках между ними ни о значениях функции, ни об ее поведении ничего неизвестно), вообще говоря, никоим образом нельзя полагать, что (1) будет выполняться.


Повторим еще раз: в общем случае, когда известно только значение функции на конечном множестве точке, гарантировать вычисления интеграла с заданной точностью
[image: image88.wmf]e

 нельзя.


В. А. Мохов проводит оценку погрешности аппроксимации только для случая функции одной переменной. Оценка производится на основе формул (1) и (2). Напомним, что в случае аппроксимации функции одной переменной по «методу Мохова» имеет место (грубо говоря) обычная аппроксимация «полноценным» полиномом второй степени. Случай функции двух переменных, когда при аппроксимации «методом Мохова» значения коэффициентов при некоторых членах полинома второй степени «берутся с потолка» В.А. Моховым не рассматривается. 

Вероятно, читатель думает, что В.А. Мохов приспособил формулу (1) для своей цели следующим весьма простым образом: для всей области, на которой аппроксимируется функция, задается интегральная величина 
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, которую будем называть абсолютной погрешностью (на стр. 59 [ДИС] при 
[image: image90.wmf]e

 стоят слова «абсолютна точность», а «абсолютная погрешность»  там же – совсем другое ). Здесь 
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 - точная функция, а 
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 - ее аппроксимация. Отметим, что 
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 есть интегральная характеристика – то есть, она «привязана» ко всей области, а не к отдельной точке. В некоторых точках области 
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 может быть велико по абсолютной величине, в то время как 
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 - мало. Отметим также, что если рассматривать 
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 и 
[image: image97.wmf]f

~

 как элементы некоторых функциональных пространств, то 
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 не есть расстояние между элементами этих пространств. (Таким образом, при «более современной» формулировке задачи аппроксимации применительно к использованию функциональных пространств, все существенно измениться.) Далее, используя формулу (2) мы будем последовательно уменьшать в два раза шаг разбиения 
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 - до тех пор, пока неравенство (2) не станет справедливым. Когда (2) выполняется, мы надеемся, что будет выполняться (3) или (4) (что совсем не обязательно). Как видно из сказанного,  каждый раз мы будем использовать формулу трапеций (
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В обозначениях формул (1) и (2) 
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 - интеграл от точной функции 
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, 
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- интеграл от линейного интерполянта 
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 с шагом 
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 - интеграл от линейного интерполянта 
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 с шагом 
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; интегралы суть обычные интегралы Римана от непрерывных функций и для их взятия не требуется выхода за рамки стандартного курса высшей математики.

Отметьте: Мы делаем выбор между линейными интерполяциями, построенными для шагов различной длины, а не между линейной интерполяцией и интерполяцией полиномом второй степени.

По смыслу формул (1) и (2) все «конечные элементы» должны быть одного размера 
[image: image109.wmf]h

.

При таком приспособлении формулы (1) к задаче, решаемой В.А. Моховым, очевидно, что интерполяция полиномом второй степени для того, чтобы решить вопрос о необходимости дальнейшего разбиения «конечных элементов» становится вообще ненужной!


Внимательно подумав, читатель. видимо, согласиться, что иначе приспособить формулу (1) для задачи, решаемой В.А. Моховым никак нельзя. Но не так думает сам В.А. Мохов. Перед тем, как разобрать, что сделал В.А. Мохов, рассмотрим еще одну проблему.

 
Предположим, что поставлен следующий  вопрос: при каких условиях (2) влечет (3)? То есть, при каких условиях из того, что 
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 гарантированно вытекает, что 
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? Если бы кто-то ответил, что, из (2) вытекает (3) в том случае, если функция 
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 такова, что из (2) вытекает (3),  то выслушавшие такой ответ, мягко говоря, пришли бы в недоумение: ведь они ожидали вовсе не этого. Разумеется, если рассматривать только такие 
[image: image113.wmf]f

, для которых из (2) вытекает (3), то для них и будет из (2) вытекать (3).  Именно таким образом, по сути, ответил на данный вопрос В.А. Мохов. Более того,  сделав в некотором смысле аналог подобных ограничений на 
[image: image114.wmf]f

 (смотри [ДИС], стр. 59, формулы (2.13) и (2.14)), он далее с гордостью заявляет, что «использование формул (2.13) и (2.14) позволяет задавать точность создания модели исследуемого объекта предварительно». Более того, среди основных положений, выносимых на защиту ([ДИС], стр. 7) под номером 2 идет: «Быстродействующие алгоритмы для синтеза ИНС, где количество нейронов является минимизированным для наперед заданной величины погрешности», что подразумевает возможность аппроксимации функции с помощью ИНС с любой наперед заданной величиной погрешности. По сути, здесь В.А. Мохов заявляет о том, что решил неразрешимую задачу – интерполяцию функции с заданной точностью, для которой известны только ее значения в конечном числе узлов. При этом, не мелочась, он уже даже не упоминает о тех странных «тавтологических» ограничениях, которые он накладывает на аппроксимируемую функцию на стр. 59.


Итак, аппроксимация с наперед заданной погрешностью может быть выполнена если, попросту говоря, функция попадется хорошая, если нам «повезет». Но как в данном конкретном случае узнать – хорошая функция или плохая, повезло нам или нет? На эти вопросы, как и следовало ожидать, у В.А. Мохова ответов нет.


Вернемся к тому, как В.А. Мохов приспособил формулу (1) для оценки погрешности. Без этого кстати, не понять и вышеупомянутых формул (2.13) и (2.24) из [ДИС].


Во-первых, В.А. Мохов рассматривает аппроксимацию применительно к одному-единственному конечному элементу (при линейной интерполяции на этом располагаются две точки по краям, при интерполяции полиномом второй степени третья точка располагается посередине). В случае функции одной переменной он начинает с одного конечного элемента, который покрывает всю область. Для этого элемента задается абсолютная погрешность 
[image: image115.wmf]e

. Эта «исходная» погрешность, так сказать, «глобальная». Далее, в случае необходимости, этот элемент делится надвое и т.д… При этом у В.А. Мохова при изложении оценки погрешности аппроксимации ясно говорится только о том, что для каждого конечного элемента имеется своя погрешность для каждого конечного элемента, которую мы будем обозначать
[image: image116.wmf]i
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 (индекс указывает на конечный элемент), но не говориться то, каким образом она вычисляется или задается для тех конечных элементов, которые вновь получаются при разбиении «старых» элементов. 

Чтобы понять, откуда берется 
[image: image117.wmf]i
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, следует обратиться к главе 2.5 [ДИС] «Алгоритм обучения обучающей выборки», которая (глава), по сути, представляет из себя комментарии к пакету прикладных программ. В этой главе мы находим переменные 
[image: image118.wmf]зад
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 («заданное») – с пояснением «заданная величина погрешности для построения модели исследуемого объекта» (стр. 60) и 
[image: image119.wmf]h

М

E

расч

=

 («расчетное») с пояснением «расчетное значение погрешности» (стр. 67). Напомним, что 
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 - величина, названная В.А. Моховым «мерой отклонения», которая показывает, насколько (в некотором смысле) интерполянт в виде полинома второй степени 
[image: image121.wmf]2
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 близок к линейному интерполянту 
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. Сравнивая 
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 и 
[image: image124.wmf]расч
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 (естественно, их надо сравнивать по абсолютному значению), принимают решение о том, разбивать ли текущий конечный элемент на два или нет. При этом 
[image: image125.wmf]зад
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 - одно-единственное на все конечные элементы – как «исходные», полученные в результате построение «грубой» конечноэлементной сетки, так и полученные в результате последовательных «уплотнений», проводимых на отдельных конечных элементах или подобластях. 

 Очевидно, что 
[image: image126.wmf]зад
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 следовало бы правильно назвать «максимально допустимая удельная погрешность», то есть, абсолютная погрешность, отнесенная к длине конечного элемента в случае функции одной переменной или площади в случае функции двух переменных. Интересно, что на стр. 59 таким же образом вводится величина, названная «среднее значение погрешности в пределах полигона», которая, как сказано, применяется «в качестве оценки абсолютной погрешности для модели поведения объекта». Фраза довольно туманная, если, к тому же, учесть, что 
[image: image127.wmf]e

 там же названо «абсолютной точностью» (мы называем 
[image: image128.wmf]e

 абсолютной погрешностью). 

Из сказанного ясно, что 
[image: image129.wmf]e

 (и 
[image: image130.wmf]i
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) получается простым умножением максимальной удельной погрешности на «меру» конечного элемента (на длину в случае аппроксимации функции одной переменной). Максимальная удельная погрешность, напомним, задается один раз на все конечные элементы.

Замечание. Все время при изложении своего метода «уплотнения» конечных элементов В.А. Мохов оперирует одним-единственным «текущим» конечным элементом, для которого уже каким-то образом получена 
[image: image131.wmf]i
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 (если можно так сказать, «локальная» погрешность), но никогда не говорит о «глобальной» погрешности 
[image: image132.wmf]e

, которую легко вычислить, взяв интеграл по всей области, для которой строится аппроксимация. Причина этого непонятна. Возможно, это связано с тем, что В.А. Мохов, увидев, что при использовании предложенного им метода аппроксимации в двухмерном случае аппроксимируюящая функция будет разрывной, не знал, как взять от нее интеграл; т.е. В.А. Мохов не «перешел» от интеграла Римана к интегралу Лебега, который сам «напрашивается» в том случае, когда мы имеем дело с разрывными функциями. Рассчитывая погрешность «глобально», мы имели бы преимущество в том, что плохая аппроксимация в одних местах компенсировалась хорошей аппроксимацией в других местах в «глобальном» же масштабе (Подобная компенсация в методе уплотнения, предложенном В.А. Моховым осуществляется только «локально» - в пределах отдельных конечных элементов). Конец замечания.
Разобравшись, как вычисляется 
[image: image133.wmf]e

, двинемся дальше. Напомним, мы обсуждаем то, как В.А. Мохов приспособил формулы (1) и (2) для оценки погрешности аппроксимации. (Поскольку прошло уже достаточно много времени, вероятно, есть смысл вернуться назад и перечитать, как это следует делать правильно.) Приведем эти формулы еще раз:
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где 
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 для формулы трапеций и 
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 для формулы Симпсона. 
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То, что делает В.А. Мохов, по-видимому, можно назвать результатом галлюцинации. Под 
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 он понимает 
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[image: image140.wmf])

2

(

h

S

 он понимает…
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! (Надеюсь понятно, что в первом и втором случаях 
[image: image142.wmf]КЭ
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 одна и та же и представляет из себя отрезок; в первом случае нам нем две точки, в которых «замеряется» функция - по краям, а во втором случае добавляется точка в центре, чтобы можно было сделать интерполяцию параболой.) При этом, повторим, рассматривается один-единственный конечный элемент (текущий), а не все область. Итак, В.А. Мохов не только рассматривает все на одном конечном элементе, что, в общем случае, не так, но и смешивает в формуле (1) интерполирование полиномами первой степени и интерполирование полиномами второй степени. Это недопустимо, так как формула (1) попросту «не рассчитана» на такие действия. Полное непонимание формулы (1)! 
Итак, по мнению, В.А. Мохова, 
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 - это ни что иное, как его «мера отклонения» для отдельного конечного элемента 
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, взятая с обратным знаком:
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При этом, кстати, неизбежно должен встать вопрос: какое 
[image: image146.wmf]k

 брать (см. формулу (1))? Ведь теперь в формуле (1) «намешаны» и линейная интерполяция, и интерполяция по формуле Симпсона.


В результате В.А. Мохов получил:
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(5)

после чего он, вероятно, задумался, какое 
[image: image148.wmf]k

 следует брать.

Далее, чтобы иметь возможность заявить, что аппроксимация происходит с заданной погрешностью, он вводит «странные» ограничения на аппроксимируемые функции (сравни с формулой (2)):


1. Функция 
[image: image149.wmf]f

 такова, что если 
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2. Функция 
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 такова, что если 
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Смотри [ДИС], стр. 59, вышеупомянутые формулы (2.13) и (2.14) соответственно, причем совершенно непонятно, откуда взялось 
[image: image155.wmf]h

 в знаменателе в обеих формулах. Если вспомнить формулу (2), то, очевидно, В.А. Мохов хотел записать


1. Функция 
[image: image156.wmf]f

 такова, что если 
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2. Функция 
[image: image159.wmf]f

 такова, что если 
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Первая строка связана с 
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, а вторая – с 
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 (смотри формулу (2)). Показывая странный путь вывода формул, проделанный В.А. Моховым, здесь можно встать в тупик (даже избавившись от непонятно каким образом  появившегося в знаменателе 
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): ведь В.А. Мохов стал считать, что 
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 и, поэтому, вместо (5) должен был получить (7):


1. Функция 
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 такова, что если 
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При этом мы получили разные оценки одного и того же для разных 
[image: image169.wmf]k

! Условия же для того случая, когда 
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 мы не могли бы получить, даже действуя по логике В.А. Мохова. Иначе говоря, (5) вообще непонятно откуда взялось…


Тем не менее, поскольку ограничение (5) все-таки наложено, можно смело говорить, что если 
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… и оценка погрешности выполнена точно. 


Здесь мы, вероятно, дошли до той точки запутанности простого вопроса использования формулы (1), когда разобрать дальше уже вообще ничего невозможно. К счастью, на этом раздел 2.4.3 [ДИС] «Оценка погрешности нейросетевых моделей» заканчивается. Как видим, была лишь попытка оценить погрешность для функции одной переменной, используя не совсем подходящую для этого формулу (1), предполагающую разбиение области на одинаковые конечные элементы. Насколько удалось запутать этот вопрос В.А. Мохову, видно из сказанного выше. 


Напомним также, что В.А. Мохов вообще не рассматривал задачу аппроксимации  одной функции другой как задачу аппроксимации элемента одного функционального пространства элементами (линейной комбинацией базисных функций) другого функционального пространства.
4. Глава-напоминание о функциональных пространствах, скалярных произведениях, нормах и метриках.

В дальнейшем нам придется ознакомиться с одной теоремой, касающейся оценки погрешности аппроксимации полиномами; теорему мы приводим «для контраста» с тем, что сделано автором диссертации [ДИС]. Перед этим сделаем напоминания о функциональных пространствах, скалярных произведениях, нормах и метриках, которые будут использованы в указанной теореме. Эта глава предназначена исключительно для читателей, незнакомых с функциональным анализом.
Пусть имеется соболевское пространство 
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 (или его подпространство 
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; об этом и о соответствующих поправках, которые при этом надо внести, мы далее упоминать не будем):
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Здесь - 
[image: image176.wmf])
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 - пространство Лебега - пространство функций, задающих отображение 
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 и интегрируемых с квадратом:
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Здесь и далее, если явно не оговорено иное, интегралы понимаются в смысле Лебега, а производные – в смысле слабых (обобщенных) производных.


Введем «обычное» (неэнергетическое) скалярное произведение на 
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 и 
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, далее на основе их введем норму и метрику и тем самым получим на основе исходных соболевских пространств  гильбертовы пространства. (Эта часть нашей работы, напомним, предназначена исключительно для напоминания).


Для двух элементов 
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 скалярное произведение можно ввести следующим образом:
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Аналогичным образом можно поступить, вводя скалярное произведение для 
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Очевидно, пространство 
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 «более узкое», чем 
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 и «входит» в последнее. Отметим: введенное таким образом скалярное произведение 
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 будет иметь смысл не только для двух элементов 
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, но и, например, в том случае, когда хотя бы один элемент принадлежит 
[image: image189.wmf])

(

2

W

L

. Имеет смысл ввести «более узкое» скалярное произведение в пространстве 
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Это скалярное произведение не имеет смысла в том случае, когда не принадлежащий 
[image: image192.wmf])
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  элемент умножается сам на себя. Оно является «стандартным» скалярным произведением для соболевского пространства; на его основании строится так называемая «соболевская норма» - смотри ниже. Далее мы предполагаем, что скалярное произведения введено в 
[image: image193.wmf])

(

1

W

H

 именно таким образом.


На основе имеющегося скалярного произведения можно, так сказать, «естественным образом» построить норму (некоторого элемента пространства):
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На основе имеющейся нормы (опять, так сказать, «естественным способом») можно построить метрику (ввести «расстояние» между  двумя элементами):
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Введенную выше «естественным способом» норму называют также «ассоциированной» (associated) – то есть, «связанной» (со скалярным произведением).


Когда поступают таким «естественным» способом, вводя на основе имеющегося скалярного произведения норму, а на основе введенной нормы – метрику, то говорят, что «скалярное произведение порождает метрику».


Вообще говоря, норма вовсе не обязана строится на основе введенного скалярного произведения, а метрика – на основе нормы (или на основе скалярного произведения). Достаточно только, чтобы норма и метрика просто удовлетворяли определенным свойствам (аксиомам).


Отметим, что пространства 
[image: image196.wmf])

(

1

W

H

 и 
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 - полные (в используемых в них вышеуказанных метриках), не останавливаясь подробнее на свойстве полноты.


Полное линейное пространство  со скалярным произведением, на основе которого вышеописанным («естественным») способом строятся «ассоциированная» норма и метрика, основанная на «ассоциированной» норме, называется гильбертовым пространством.

Наличие метрики необходимо, так сама «полнота» есть «полнота в определенной метрике», то есть, здесь уже подразумевается использование некоторой метрики.

Приведем определение гильбертова пространства из [1], в котором используется «ассоциированное нормированное линейное пространство»:


Пусть имеется линейное пространство со скалярным произведением 
[image: image198.wmf]H

, построенное через введение в линейном пространстве 
[image: image199.wmf]V

 скалярного произведения  
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.  Если ассоциированное с 
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 нормированное линейной пространство 
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, построенное через введение в  (том же линейном пространстве) 
[image: image203.wmf]V

 ассоциированной нормы 
[image: image204.wmf].

 - полное, то пространство 
[image: image205.wmf]H

 называется гильбертовым пространством.

Итак, соболевские пространства 
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, если ввести на них вышеописанным образом скалярное произведение, норму и метрику, будут являться гильбертовыми пространствами (обозначать их мы будем также).


При решении краевой задачи методом Галеркина мы получаем решение, являющееся элементом некоторого конечномерного пространства, которое (решение) наилучшим образом аппроксимирует исходную функцию в метрике, порождаемой так называемой «энергетической нормой» 
[image: image208.wmf]E
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Энергетическая норма 
[image: image209.wmf]E
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 «ассоциирована» с так называемым «энергетическим» скалярным произведением 
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Как известно, в определенных случаях, слабая форма граничной задачи,  описываемая определенными линейными эллиптическими уравнениями, может быть записана в виде
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где 
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 - гильбертово пространство, 
[image: image216.wmf])

,

(

×

×

a

 - симметричная билинейная форма на 
[image: image217.wmf]V

, 
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- непрерывный линейный функционал на 
[image: image219.wmf]V

. Это имеет место, например, при решении методом Галеркина магнитостатической задачи.


Вышеупомянутая билинейная форма как раз и задает энергетическое скалярное произведение:
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Например, для упомянутой магнитостатической краевой задачи, описываемой уравнением Пуассона 
[image: image221.wmf]f
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 - константа (своя для каждой подобласти))


[image: image223.wmf](

)

ò

W

W

Ñ

Ñ

=

vd

u

c

v

u

a

T

,


и, соответственно,
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Сделаем еще ряд напоминаний.


Нам встретиться соболевское (или гильбертово) пространство, которое будет обозначаться также) 
[image: image225.wmf])
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. «Определение» этого соболевского пространства следующее:
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Скалярное произведение (используя которое, можно ввести соболевскую норму) для данного пространства выглядит следующим образом:
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Замечание. Другое известное обозначение пространств 
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 - 
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 соответственно. 
[image: image232.wmf]2
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 также иногда обозначают как 
[image: image233.wmf]0
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.  Конец замечания.
Напомним, что полунорма отличается от нормы тем, что может принимать нулевое значение не только для нулевого элемента.

В конечном счете то, какие функциональные пространства вы выберет для аппроксимируемой и аппроксимирующей функции, каким образом вы будете вводить в них скалярное произведение, норму и метрику, определяется спецификой решаемой вами задачи.

5. Пример функции, для которой ошибка аппроксимации возрастает по мере уплотнения конечноэлементной сетки

В этой главе мы рассмотрим пример функции – элемента функционального пространства 
[image: image234.wmf])
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 такой, что при ее конечноэлементной аппроксимации, по мере уплотнения (измельчения) конечноэлементной сетки ошибка аппроксимации возрастает. Как правило, подобные примеры приводят тогда, когда изучают численное интегрирования с использованием «обычного» определенного интеграла; при этом аппроксимирующую функцию не рассматривают как элемент некоторого функционального пространства, а величина, характеризующая «качество аппроксимации», как правило, не является расстоянием между элементами функционального пространства.
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 - это функциональное пространство, элементами которого являются функции, для которых 
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, то есть указанный интеграл существует и конечен.


Норму на 
[image: image237.wmf]1
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 можно ввести следующим образом:
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Метрику (расстояние) 
[image: image239.wmf]1
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 введем на основе нормы.


Скалярного произведения вводить не будем. Таким образом, без скалярного произведения, 
[image: image240.wmf]1
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 не является гильбертовым пространством. Оно является банаховым пространством (полным линейным нормированным пространством).
Говоря о том, что по мере уплотнения расстояние между аппроксимируемой и аппроксимирующей функциями будет возрастать, мы, разумеется, предполагаем, что имеет место конечное число 
[image: image241.wmf]n

 уплотнений сетки.

Пусть имеется банахово пространство
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. Отрезок 
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 представляет из себя один-единственный начальный конечный элемент, который будет далее разбиваться (уплотняться).  В ходе очередного уплотнения каждый уже имеющийся конечный элемент будет разбиваться на два одинаковых элемента.

Чтобы далее изложение было более простым, необходимо ввести несколько необычную «систему идентификации» узлов. Пусть слева на исходном отрезке узел 
[image: image244.wmf]A

, справа – узел 
[image: image245.wmf]B

. Узлы (узел), который появится после первого уплотнения, будем обозначать 
[image: image246.wmf]1
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. Очевидно, будет всего один такой узел. Узлы, которые появятся после второго уплотнения, будем обозначать 
[image: image247.wmf]1
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 и 
[image: image248.wmf]2
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 (слева направо). Всего будет два таких узла. После третьего уплотнения появится четыре узла 
[image: image249.wmf]1
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 и 
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; после четвертого – восемь (их обозначения мы не приводим), после пятого – шестнадцать и так далее. Чтобы пояснить сказанное, приведем конечные элементы и обозначения узлов, которые получаться после третьего уплотнения (см. рис. 1):

[image: image253.png]



Рис. 1.
Далее будем предполагать, что «интересующее» нас число уплотнений 
[image: image254.wmf]3
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. Введем на отрезке 
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 функцию такую, что она равна нулю всюду, кроме 
[image: image256.wmf]e

- окрестностей точек (узлов) вида 
[image: image257.wmf]j
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 достаточно мало и одинаково для всех упомянутых точек), где функция постоянна и равна 
[image: image259.wmf]1
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, то есть, в узлах вида 
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 равна единице, 
[image: image261.wmf]j

.

2

 - двум, 
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 - четырем (и так далее, если бы у нас было 
[image: image263.wmf]3
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). Для рассматриваемого случая на рис. 1 такая функция символически представлена черными «столбиками».

Из сказанного ясно, как построить такую функции для любого заданного конечного 
[image: image264.wmf]n

.

Конечноэлементная аппроксимация для различного числа разбиений отрезка на конечные элементы показана на рис. 1 в виде пунктирных линий (для двух, четырех и восьми конечных элементов). Вначале, когда имеется только один элемент, аппроксимирующая функция совпадает с осью абсцисс. 

Аппроксимирующие функции будем обозначать 
[image: image265.wmf]0
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, где индекс указывает на количество проведенных уплотнений. Аппроксимируемую функцию будем обозначать просто 
[image: image269.wmf]f

.

Далее нам потребуется обозначать ряд треугольников, которые, в общем случае, не показаны на рис. 1. Обозначать мы их будем через перечисление трех идентификаторов узлов, которые (узлы) принадлежат их основанию. Первые две вершины треугольника лежат в узлах с первым и третьим (последним) идентификатором из перечня. Чтобы найти третью вершину, необходимо провесит перпендикуляр из узла с идентификатором, находящимся в середине перечня до графика функции 
[image: image270.wmf]f

. Перечень узлов будет даваться через дефис.

Из простых геометрических соображений ясно, что 
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Из рис. 1 видно, что


[image: image273.wmf]0

~

0

=

f

, 


[image: image274.wmf]B

A

S

f

-

-

D

=

1

.

1

1

~

, 


[image: image275.wmf]B

A

A

S

S

f

-

-

D

-

-

D

=

>

1

.

1

1

.

1

1

.

2

2

2

2

~

, 


[image: image276.wmf]B
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Очевидно (мы не расписываем выкладки подробно), что, подбирая достаточно малое 
[image: image277.wmf]e

, можно добиться того, что
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где 
[image: image282.wmf]d

 можно сделать произвольно малым, «манипулируя» 
[image: image283.wmf]e

 (делая его достаточно малым). Но это и означает, что при последовательном уплотнении расстояние между аппроксимируемой и аппроксимирующей функциями (ошибка аппроксимации) возрастает не менее, чем «приблизительно» в два раза (в «два минус некоторое число, которое мы можем сделать произвольно малым») – например, в 1.99 раза.

В нашем случае 
[image: image284.wmf]f

 - разрывная функция (для пространства, которым мы пользуемся, это неважно); должно быть ясно, что можно сконструировать непрерывную функцию и даже непрерывную сколь угодно раз дифференцируемую функцию, при аппроксимации которой мы получили бы аналогичный результат.

6. Пример задачи аппроксимация функции на основе алгоритма адаптивной генерации сетки (начало)
Предположим, что необходимо аппроксимировать функцию 
[image: image285.wmf]u

 – решение некоторой краевой задачи, описываемой эллиптическим уравнением в частных производных. При этом пусть подразумевается, что решение ищется методом Галеркина (то есть, через запись уравнений в «слабой» форме) или методом Ритца (в случае линейной задачи «конечные» уравнения будут совпадать). Оговорим также, что для решения задачи используется конечноэлементный базис.

В качестве примера, можно считать что решается двумерная магнитостатическая задача, описываемая уравнением Пуассона.
Как известно, решение, найденное методом Галеркина, наилучшим образом аппроксимирует исходную функцию в метрике, порождаемой так называемой «энергетической нормой» 
[image: image286.wmf]E

.

.  Поэтому естественно проводить аппроксимацию, используя именно эту норму.
В такой постановке наша задача аппроксимации вполне соответствует тем задачам, за решение которых взялся В.А. Мохов. Эта задача, будет решаться  путем «адаптивной аппроксимации», заключающейся в адаптивной генерации сетки. Начав с некоторой грубой сетки, для определенных подобластей мы будем (в общем, случае, неоднократно) проводить уплотнения сетки, решать краевую задачу при различных сетках, и сравнивать, насколько эти решения близки по энергетической норме. Когда мы обнаружим, что очередные уплотнения дают нам мало (решения «достаточно близки»), мы прекратим уплотнение (возможно, в некоторых случаях нам придется сделать «откат» к более грубой сетке).
Разумеется, при конечном числе уплотнений задача об аппроксимации с произвольной наперед заданной точностью неразрешима, так как нам будут известны только значения функции на конечном множестве точек.
 Перед тем, как обсудить решение нашей задачи более подробно, необходимо ознакомиться с одной теоремой. Как будет ясно из приводимой ниже теоремы, при определенных условиях теоретически возможно выбрать такое конечномерное пространство (подпространство), что линейный интерполянт «истинного решения» будет близок (в энергетической норме и ряде других норм) к «истинному решению» с любой наперед заданной точностью. Эта теорема, по крайней мере, задает «направление», в котором следует двигаться, чтобы построить такой базис - уплотнение (измельчение) конечноэлементной сетки, а также описывает асимптотическое поведение ошибки при таковом уплотнении. Теорема будет приведена для случай непрерывных кусончно-линейных полиномов, однако, существует и аналогичная теорема для непрерывных кусочных полиномов любой степени.
7. Одна теорема об интерполяции решения краевой задачи непрерывной кусочно-полиномиальной функцией

Как известно, с численной точки зрения для конечноэлементной аппроксимации более выгодны, если можно так сказать, «более круглые» конечные элементы (то есть, если треугольники – то равносторонние, если четырехугольники – то квадраты). (Здесь предполагается, что аппроксимация получится в результате решения краевой задачи.) Для оценки степени «круглости» вводится показатель качества конечного элемента. Такой показатель можно ввести неединственным образом. Далее будут рассматриваться только треугольные конечные элементы.


Показатель качества треугольного конечного элемента (далее – просто качество треугольника), как ясно из вышесказанного, «сообщает», насколько треугольник близок к равностороннему треугольнику.


Определим качество 
[image: image287.wmf]T
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 треугольника 
[image: image288.wmf]T

 как отношение диаметра вписанной в треугольник окружности 
[image: image289.wmf]T
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 к диаметру треугольника 
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 - длине наибольшей из его сторон:
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. Чем больше 
[image: image293.wmf]T
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, тем «качественнее» треугольник. Когда 
[image: image294.wmf]T
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 равно нулю, то мы имеем дело с так называемым «вырожденным» треугольником, который выглядит как обычный отрезок. Когда 
[image: image295.wmf]T
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 мало, то говорят, что треугольник близок к вырожденности. Иначе говоря, 
[image: image296.wmf]T

Q

 показывает, насколько «тонок» треугольник. Использование конечноэлементной сетки, в которой есть близкие к вырожденности (низкокачественные) конечные элементы, грозит «численными неприятностями» при решении задач, в которых будет использоваться данная конечноэлементная сетка..


Для некоторой триангуляции полигонального домена 
[image: image297.wmf]2
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 введем параметр 
[image: image298.wmf]h

 - максимальный диаметр из всех диаметров треугольных конечных элементов данной триангуляции домена. Эту триангуляцию будем обозначать 
[image: image299.wmf]h
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. (Очевидно, что можно составить множество триангуляций, которые будут характеризоваться одним и тем же параметром 
[image: image300.wmf]h

.)  Рассмотрим множество (семейство) триангуляций, каждая триангуляция которого 
[image: image301.wmf]h
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 отличается от других триангуляций значением 
[image: image302.wmf]h

. Такое семейство триангуляций будем обозначать 
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Предположим, что качество треугольников в каждой из триангуляций семейства 
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 не меньше, чем некоторая положительная константа 
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 из 
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В этом случае семейство 
[image: image310.wmf]{
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 называют невырожденным.


Читателю должно быть ясно, что для оценки того, насколько семейство 
[image: image311.wmf]{
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 является «хорошим» следует искать максимальную константу 
[image: image312.wmf]r

.


Оговорим подробнее, каким образом можно сформировать 
[image: image313.wmf]{
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: для начала в это множество помещается  некоторая «грубая» (coarse) триангуляция домена 
[image: image314.wmf]Ω

. Затем множество пополняется триангуляциями, получаемыми на основе уже имеющейся грубой триангуляции путем многократного проведения процедуры, называемой «стандартное уплотнение» (standard refinement) сетки треугольных конечных элементов (смотри ниже).  Стандартное уплотнение проводится некоторое конечное число раз. Если, например, мы провели его три раза, то семейство 
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 будет состоять из четырех триангуляций – исходной триангуляции и трех триангуляций, получающихся при трехкратном уплотнении. Ясно, что это неединственный способ формирования 
[image: image316.wmf]{
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 - для нас важны только параметры 
[image: image317.wmf]h

 триангуляций, входящих в семейство.


Замечание. Стандартное уплотнение сетки треугольных конечных элементов заключается в следующем: каждый треугольник (конечный элемент) разбивается на четыре треугольника, подобных исходному, путем введения дополнительных узлов на серединах сторон исходного треугольника (конечного элемента). (Дополнительные узлы являются вершинами «маленького» «вписанного» треугольника внутри исходного.) «Стандартное уплотнение» обладает тем преимуществом, что получившаяся после его проведения триангуляция обладает тем же качеством, что и качество исходной грубой сетки. В самом деле: при уплотнении каждого отдельного треугольника получаются треугольники, подобные исходному, то есть, треугольники того же качества, что и исходный треугольник. При «стандартном уплотнении» каждого треугольника мы получаем треугольники с диаметром, меньшим в два раза, чем диаметр исходного треугольника. Соответственно, если исходная триангуляция была 
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, то после первого уплотнения мы получим триангуляцию 
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, после второй - 
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 и т.д. Конец замечания.


Замечание. Помните – мы договорились, что домен полигональный и поэтому при уплотнении сетки не возникает необходимости в более точной аппроксимации границ. Конец замечания.

Введем на каждой 
[image: image321.wmf]h
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 лагранжев базис из непрерывных кусочно-линейных базисных функций («глобальных»). Это стандартная процедура при использовании, например, метода Галеркина в конечноэлементном базисе.


«Линейной оболочкой» базисных функций будет некоторое пространство с элементами в виде непрерывных кусочно-линейных   функций, которое будем обозначать 
[image: image322.wmf])

1

(

h

P

. Единица в верхнем индексе указывает на то, что используются кусочно-линейные функции (максимальная степень, в которой стоят переменные - первая).


Оговорим, к какому пространству принадлежит аппроксимируемый «элемент» - функция 
[image: image323.wmf]u

. Как будет ясно из дальнейшего, достаточно разумно предположить, что 
[image: image324.wmf])

(

2

W

Î

H

u

, хотя, как правило, предполагают, что 
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 является подпространством 
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, на которое (подпространство) мы можем «спроектировать»  элемент 
[image: image328.wmf]u

. Путем выбора подходящего 
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, как станет ясно далее, (по крайней мере, теоретически) можно добиться того, чтобы такая проекция аппроксимировала 
[image: image330.wmf]u

 с любой заданной точностью при использовании так называемой «энергетической» нормы.


Пусть 
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 - наилучшее (по некоторой норме) приближение 
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 из всех функций пространства 
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 - линейный интерполянт 
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. (Линейный интерполянт отличается от прочих функций пространства 
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 тем, что в узлах конечноэлементной сетки его значения равны значениям функции 
[image: image337.wmf]u

.)  Вообще говоря, нам желательно найти наилучшее приближение 
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, которое вовсе не обязательно должно являться линейным интерполянтом 
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; однако на практике мы довольствуемся нахождением линейного интерполянта 
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Замечание. Если мы можем (теоретически) приблизить функцию с нужной степенью точности с помощью 
[image: image341.wmf]I
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, то, очевидно, 
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и из этой формулы мы можем получить оценку того, насколько может быть близким к функции наилучшее приближение из 
[image: image343.wmf])
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, не являющееся линейным интерполянтом 
[image: image344.wmf]u

. Конец замечания.

Замечание. Очевидно, 
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 входит в множество непрерывных функций, которое плотно в 
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 (на практике часто 
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 рассматривают как элемент 
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). При этом – отметьте - 
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 является подпространством (то есть, полным линейным пространством) 
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, а линейное пространство (множество) непрерывных функций – нет, так как из них можно составить фундаментальную последовательность, сходящуюся к элементу 
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, не являющемуся непрерывной функцией.  Отметьте также, что множество (линейное пространство) непрерывных функций плотно в 
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, а «конкретное» (построенной но основе конкретной триангуляции с конкретным 
[image: image354.wmf]h

) подпространство 
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 - нет. Конец замечания.


Из сказанного вдино, что апрроксимацию с помощью проекции на конечномерное подпространство 
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 можно представить в виде действия некоторого оператора 
[image: image357.wmf]h
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Отметьте – этот оператор действует из одного линейного пространства (
[image: image359.wmf]2
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) на другое линейное пространство (
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При аппроксимации, проводимой таким образом, мы пользуемся «стандартным средством» - теоремой проекции, согласно которой проектирование осуществляется на подпространство (полное линейное пространство).

 Наконец, приведем саму теорему:

Пусть имеются 
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 - невырожденное семейство триангуляций полигонального домена 
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  и функция 
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. Тогда существует константа 
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, зависящая от 
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 и от значения величины 
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 из определения невырожденности триангуляции (и не зависящая от функции 
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 и от 
[image: image369.wmf]h

), такая, что справедливы неравенства
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где 
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 - полунорма, определяемая следующим образом:
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а 
[image: image374.wmf])
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 - кусочно-линейный интерполянт 
[image: image375.wmf]u

.


Данная теорема является «частным случаем» теоремы, приведенной в 4 главе [1]. Этот «частный случай», вероятно, содержится в 5 главе [2], но взят нами из 5 главы [3], где теорема пронумерована как «Теорема  5.1».

Из приведенной теоремы видна ограниченность «функции ошибки» в 
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 - нормах. Если 
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 ограничена и 
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 - эллиптична (в рассматриваемом примере – линейной магнитостатической задаче - это имеет место), то 
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[image: image381.wmf]C
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 - некоторая константа и, таким образом,
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Таким образом, в рассмотренном случае ошибка есть бесконечно малая величина, убывающая как 
[image: image383.wmf]h

 в первой степени, то есть ошибка есть 
[image: image384.wmf])
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 при измерении ее в энергетической норме.

В [3] приводится также подобная теорема для общего случая, когда в качестве конечномерного подпространства, на которое проектируется аппроксимируемая функция, берется пространство 
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 - пространство непрерывных кусочных функций из полиномов порядка 
[image: image386.wmf]d

; при этом рассматривались так называемые квадратные и кубические лагранжевы треугольники (это треугольникые конечные элементы, на которых функция особым образом аппроксимируется полиномами второго и третьего порядка соответственно; при этом на границах конечных элементов аппроксимирующая функция непрерывна). Данная теорема пронумерована в [3] как «Теорема 5.3». Теорема 5.3 этого же источника рассматривает сходимость в энергетической норме. В частности, для квадратных лагранжевых треугольников ошибка (при ее измерении энергетической нормой) есть 
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, для кубических лагранжевых треугольников - 
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 и т.д. В данных случаях также повышаются требования к гладкости аппроксимируемых функций.

Обратите внимание - чтобы использовать данную теорему, необходимо рассматривать 
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 как 
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. На практике же решение ищут в 
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 - «более широком пространстве». Понятно, что в этом случае 
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 будет принадлежать также и 
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 только при определенных условиях (они учитывались при обсуждении сходимости приближенного решения к истинному в вышеупомянутых главах [3]). Предполагая только лишь, что 
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 мы не можем пользоваться рассмотренной теоремой. В том случае, когда используются квадратные и кубические лагранжевы треугольники, согласно Теореме 5.5 из [3] вместо 
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 соответственно!

Выше мы рассматривали пример, когда при уплотнении конечноэлементной сетки расстояние между аппроксимируемой и аппроксимирующей функциями возрастает (при проведении конечного числа уплотнений).  Естественно, такое возможно и в данном случае. Теорема говорит об «асимптотическом» поведении ошибки – ошибка стремиться к нулю как 
[image: image398.wmf])
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по мере перехода к триангуляциям с параметром 
[image: image399.wmf]h

, стремящемся к нулю. Пока 
[image: image400.wmf]h

 «достаточно велико», возможно самое причудливое поведение ошибки аппроксимации. 
Заметьте, что теорема говорит о наличии константы 
[image: image401.wmf]C

, но не говорит о том, какова она в данном конкретном случае и как ее отыскать. Заметьте также: чтобы получить 
[image: image402.wmf])
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, необходимо знать 
[image: image403.wmf]u

; но, как правило, мы можем получить только линейный интерполянт 
[image: image404.wmf]u

 после решения краевой задачи. Таким образом, чтобы реализовать теоретическую возможность уменьшить ошибку до заданной малой величины, мы должны иметь практическую возможность проводить уплотнение бесконечное число раз.

По сути, теорема предполагает только знание о том, что 
[image: image405.wmf]u

 и ее интерполянты принадлежат к определенным пространствам. На основании лишь этого, как гласит теорема, можно узнать асимптотическое поведение ошибки при стремлении 
[image: image406.wmf]h

 к нулю. В этом смысле говорят, что  оценка ошибки (поведения ошибки) априорная – то есть, в данном случае, данная оценка проводится до того, как стали известны конкретные 
[image: image407.wmf]u

 и 
[image: image408.wmf]I

u

. При этом невозможно сказать заранее, сколько уплотнений необходимо провести, чтобы в данном конкретном случае гарантировать требуемую величину ошибки.
Вопрос о том, до каких пор следует уплотнять сетку, фактически решается практикой. Повторим уже сказанное: инженер строит некоторую сетку, исходя из своего опыта; при этом, он, хотя бы интуитивно, использует адаптивное уплотнение сетки: если при последующем уплотнении (или нескольких уплотненияx) в некоторой области мы получили слабо различающиеся аппроксимации, то эти уплотнения можно считать ненужными и сделать «откат» - вернуться к «старой» конечноэлементной сетке.


Помните – при этом мы руководствуемся только «практической целесообразностью» и опытом и никоим образом не «застрахованы» от встречи с «сюрпризами». 


В том случае, когда мы решаем краевую задачу, мы можем использовать такой критерий «достаточности уплотнения», как норма невязки системы уравнений. Если эта норма меньше некоторого заданного числа, то можно считать, что конечноэлементная сетка хорошо подходит к нашей задаче. Вы должны понимать, что если уменьшить при этом пороговую норму невязки, то вполне можно встретиться с «сюрпризами» в виде увеличения 
[image: image409.wmf]f
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  при уплотнении сетки, которое, возможно, понадобиться для получения более точного решения.

Замечание. Теоретически мы можем аппроксимировать функцию  с любой заданной точностью, используя любое семейство триангуляций такое, что в нем имеется бесконечное число невырожденных триангуляций с параметром 
[image: image410.wmf]h

, стремящимся к нулю. Поскольку на практике мы не можем использовать бесконечное число триангуляций, то очевидно, нам совсем не безразлично, какие триангуляции находятся в семействе. Поэтому  желательно заняться их осмысленным подбором. Так например, читателю должно быть понятно, что, беря разные грубые первоначальные разбиения (даже с одинаковым 
[image: image411.wmf]h

!), может потребоваться различное число «стандартных уплотнений», чтобы достичь приемлемого результата. Конец замечания.
8. Пример задачи аппроксимация функции на основе алгоритма адаптивной генерации сетки (продолжение)

Ниже мы подробнее сформулируем метод аппроксимации функции на основе алгоритма адаптивной генерации сетки, предложенный В.А. Моховым. Мы несколько видоизменим метод, однако, его суть останется прежней. Затем мы покажем, что данный алгоритм не следует использовать из-за того, что В.А. Мохов неправильно выбрал критерий, по которому мы прекращаем уплотнение конечноэлементной сетки. В конце концов окажется, что полиномы второй степени (с которыми так долго мучился В.А. Мохов и мы, следуя за ним)… вообще не нужны! (Сам алгоритм при этом следует упростить и действовать так, как обычно интуитивно действуют инженеры, решая краевые задачи с помощью математических пакетов.)
Пусть 
[image: image412.wmf]f

  - некоторая функция, а 
[image: image413.wmf]1
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, 
[image: image414.wmf]1
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 - аппроксимации этой функции, причем, предположительно, 
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 аппроксимирует 
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 лучше, чем 
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~

f

. Очевидно, если 
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 сильно отличаются друг от друга, то есть смысл перейти от аппроксимации 
[image: image420.wmf]1
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 к какой-либо другой аппроксимации; этой новой аппроксимацией не обязательно должна быть 
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. Например, если мы можем построить последовательность аппроксимаций 
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, с помощью которых, при достаточно большом  
[image: image424.wmf]i

 мы можем аппроксимировать функцию 
[image: image425.wmf]f

  с любой наперед заданной точностью, то от 
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 можно перейти к 
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 (а не к 
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). Далее, если такое возможно,  
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 следует сопоставить 
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 и проделать то же самое.

Когда 
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) и мы используем для построения 
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 конечноэлементный лагранжев базис, то речь идет об обычном всем знакомом адаптивном уплотнении сетки (adaptive mesh refinement).

Заметим, что вместо 
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 можно сразу попробовать 
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 и тому подобное, - то есть, можно попытаться провести несколько уплотнений сетки «сразу».

Особенность алгоритма аппроксимации, предложенного В.А. Моховым состоит в том, что он решил выбрать 
[image: image437.wmf]1
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 (здесь еще надо сделать поправку на то, что В.А. Мохов рассматривает уплотнение применительно к одному конечному элементу, а не «глобально»). При этом ряд 
[image: image438.wmf]i
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 строится на линейных интерполянтах, а ряд 
[image: image439.wmf]i
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 - на параболоидах вращения. При этом, по-видимому, мы не можем делать «перескоков» сразу на несколько членов ряда 
[image: image440.wmf]i
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 (опять же сделайте поправку на то, что у В.А. Мохова уплотнение сетки рассматривается применительно к отдельному конечному элементу, а не «глобально» ).


Как мы выяснили выше, интерполяция параболоидами вращения (на наш взгляд) – просто, по сути, ничем необоснованная «изуродованная» интерполяция полноценными полиномами второй степени, которая к тому же не гарантирует непрерывности аппроксимируемой функции (начиная с функций двух переменных). Кроме того, выше же мы обсуждали преимущества от интерполяции непрерывными функциями – в частности, в достаточно простых случаях мы можем продолжать пользоваться интегралом Римана, а в случае формулирования задачи аппроксимации в «более современном виде» в терминах функциональных пространств, такая аппроксимация непрерывными функциями выглядит и наиболее естественной (там ставится задача об аппроксимации «предельных элементов», которыми, в частности, являются разрывные функции, функциями непрерывными, плюс к тому же, базис в этих пространствах образуют непрерывные функции, по которым и «раскладывается» аппроксимирующая функция).

Учтя это, видно, что логичнее переформулировать предложенный В.А. Мохов алгоритм аппроксимации с помощью адаптивного уплотнения сетки таким образом, чтобы в качестве 
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 выступали непрерывные кусочно-линейный функции, а в качестве 
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 - непрерывные кусочные полиномы второй степени; для этого попросту необходимо использовать линейные и квадратнческие лагранжевы треугольники (лагранжевы треугольники первой и второй степени).


Итак, далее считаем, что 
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 принадлежат (соответствующим) пространствам 
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 - 
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, каждое из которых было «связано» с соответствующей триангуляцией 
[image: image447.wmf]h
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 из семейства триангуляций 
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Как говорилось выше, мы предполагаем, что 
[image: image449.wmf]i
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 аппроксимирует 
[image: image450.wmf]f

 лучше, чем 
[image: image451.wmf]i
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. Но что дает нам основание так предполагать? Давайте рассмотрим на уже знаком нам примере (решении методом Галеркина в конечноэлементном базисе линейной магнитостатической задачи) этот вопрос подробнее, воспользовавшись результатами теорем, приводимых в [3]. Как и прежде, мы будем предполагать использование энергетической нормы.
 
Приведем ряд результатов, следующих из Теоремы 5.5 [3]. При этом мы не приводим ряд допущений, использовавшихся при выводе данной теоремы.

Для случая 
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 имеет место формула (1):



[image: image453.wmf])

(

)

(

2

W

W

£

-

H

E

I

u

Ch

u

u

.







(1)

Для случая 
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 имеет место формула (2):
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Здесь константа 
[image: image456.wmf]C

 - одна и та же во всех формулах.

Как видно из формул, когда при уплотнении мы используем только полиномы одной и той же степени (первой или второй), наша уверенность, что  
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 аппроксимирует 
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 лучше, чем 
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, основана на уверенности в том, что 
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 аппроксимирует лучше, чем 
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, а эта последняя уверенность основана на том, что именно таково асимптотическое поведение ошибки, задаваемое (1) или (2).  Когда же мы аппроксимируем полиномами 
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, но для проверки того, насколько хороша аппроксимация, используем полиномы из 
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, то мы основываемся также на асимптотическом поведении ошибки: ошибка в (2) есть 
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, а в (1) - 
[image: image465.wmf])

(

h

O

, и, следовательно, ошибка в (2) убывает быстрее при 
[image: image466.wmf]¥
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. Но когда дело заходит о конкретном значении ошибок, то мы ничего не можем сказать, не зная, каковы же константа и нормы в правых частях неравенств.

Отметим, что использование «смешанного» подхода (когда же мы аппроксимируем полиномами 
[image: image467.wmf])
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, но для проверки того, насколько хороша аппроксимация, используем полиномы из 
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) плохо с той стороны, что, хотя мы  должны предполагать, что 
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, так как используем (2), хотя для оценки погрешности аппроксимации полиномами 
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 достаточно предполагать лишь 
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, как того требует (1). И это при том, что, как правило, при решении задачи ищут 
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. Итак, при таком подходе к гладкости 
[image: image473.wmf]u

 выдвигаются повышенные требования.

Покажем, почему «смешанный» подход, по-видимому, бесполезен и применять его бессмысленно.


Сформулируем критерий, при котором мы прекращаем уплотнение сетки при обычном подходе:


1. Пусть при проведении последовательных уплотнений на шаге 
[image: image474.wmf]i

 функция 
[image: image475.wmf]u

 аппроксимируется функцией 
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 (полиномом первой степени). Если за наперед заданное конечное число 
[image: image477.wmf]K

 дальнейших последовательных уплотнений расстояние 
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 остается меньше некоторого наперед заданного числа 
[image: image480.wmf]e

, то мы прекращаем дальнейшие уплотнения, возвращаемся к конечноэлементной сетке, соответствующей аппроксимации 
[image: image481.wmf]i
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 и используем эту функцию в качестве аппроксимирующей.

Таким образом, признак того, что следует остановиться на 
[image: image482.wmf]i

u

 следующий:
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Замечание. Если мы решаем краевую задачу, то, естественно, должны скорректировать действия таким образом, чтобы и невязка уравнения была меньше пороговой. В более общей постановке задачи аппроксимации мы не всегда имеем возможность останавливать уплотнение при достижении определенного порога невязки; более того, мы вообще должны забыть о том, что задача аппроксимации каким-то образом связана с решением краевой задачи; именно поэтому мы сформулировали критерий таким образом – вообще не упоминая про невязку. Конец замечания.

Сформулированный критерий достаточно понятен и не нуждается в дальнейших комментариях.

Теперь сформулируем критерий прекращения уплотнения конечноэлементной сетки в том случае, когда мы ведем аппроксимацию «смешанным» образом, основываясь на идее, предложенной В.А. Моховым.


2.  Пусть при проведении последовательных уплотнений на шаге шаге 
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 функция 
[image: image486.wmf]u

 аппроксимируется функцией 
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 (полиномом первой степени), и при этом «качество» аппроксимации проверяется по полиному второй степени 
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. Если за наперед заданное конечное число 
[image: image489.wmf]K

 дальнейших последовательных уплотнений расстояние 
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 остается меньше некоторого наперед заданного числа 
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, то мы прекращаем дальнейшие уплотнения, возвращаемся к конечноэлементной сетке, соответствующей аппроксимации 
[image: image493.wmf]i
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 и используем эту функцию в качестве аппроксимирующей. 


Итак, признак того, что следует остановиться на 
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 следующий:
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В.А Мохов использует 
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Два вышеприведенных критерия в не эквивалентны. Если выполняется (4) и 
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, то отсюда еще не следует, что выполняется 
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  (
[image: image501.wmf]e

 разные для разных критериев). Я думаю, все согласятся, что «главный» критерий для нас – именно первый – ведь в конце концов нас интересует близость друг к другу аппроксимирующих функций из полиномов перовой степени, а не близость аппроксимирующей функции из полиномов первой степени к аппроксимирующей функции из полиномов второй степени. Что толку из того, что 
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 близки, если 
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 далеки друг от друга? Ведь в этом случае все равно придется продолжать уплотнение сетки.

Итак, встает вопрос о соотнесении (4) с (3) и нам важно гарантировать, что при выполнении (4) автоматически выполняется и (3). Для обеспечения этой «гарантии» нам следует воспользоваться (1) и (2) (по крайней мере, больше у меня ничего сейчас нет, а В.А. Мохов не предложил вообще никаких оценок, которые помогли бы нам решить эту проблему). При этом, чтобы гарантировать выполнение (3) при выполнении (4) (или, наоборот, установить, что при данном 
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 при выполнении (4) нет гарантии того, что выполняется (3)) нам, очевидно, необходимо будет узнать константу 
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 и нормы 
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. Однако – внимание! – узнав 
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 нам нет необходимости привлекать для аппроксимации функцию из полиномов второй степени вообще (а, значит, и узнавать 
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).

Итак, В.А. Мохов просто выбрал неправильный критерий для решения вопроса того, когда прекращать уплотнение сетки. При правильном выборе критерия полиномы второй степени становятся ненужными.


При написании диссертационной работы В.А. Мохов мог бы подольше задуматься над таким простым вопросом: если мы выбираем между аппроксимациями полиномами первой степени, а не между аппроксимацией полиномами первой степени и полиномами второй степени, то зачем нам вообще задействовать полиномы второй степени и нельзя ли как-то обойтись без них?! Кстати, у меня возникает вопрос: не был ли критерий остановки выбран  В.А Моховым специально так, чтобы «зачем-то» понадобились функции из полиномов второй степени? Ведь использование таких критериев, пусть неявно, но подразумевает, что на аппроксимируемые функции следует наложить ограничение такое, что если выполняется (4), то из этого должно следовать (3)… Тогда, конечно, многие вопросы отпадут сами собой.

9. Замечания по реализации алгоритма, предложенного В.А. Моховым


Программная реализация алгоритма, предложенного В.А. Моховым «стандартными методами» достаточна прозрачна и понятна и, на мой взгляд, не требует дальнейших пояснений.  Особенность диссертационной работы В.А. Мохова заключается в том, что он решил реализовать разработанный им метод, задействовав для этого нейронные сети. На этом мы и остановимся.


В.А. Мохов говорит о «прямом синтезе» аппроксимирующих искусственных нейронных сетей. Под «прямым синтезом» понимается такое построение искусственных нейронных сетей, когда веса нейронов вычисляются заранее, а характерные для нейронных сетей процедуры обучения, в ходе которых «подгоняются» веса, не проводятся. И в самом деле, такой «прямой синтез» очень хорошо подходит под задачу аппроксимации, решаемую В.А. Моховым, так для ее решения четко формализовано и, по сути, никаких «услуг», которые могут предоставить в наше распоряжение исключительно нейронные сети, не требуется.

Следует отметить, что «прямой синтез» аппроксимирующих нейронных сетей не является «новостью». Сошлемся на работу [4], где задачам, в которых используются искусственные нейронные сети сопоставляется задача большой размерности, решаемая методом наименьших квадратов.

Суть того, что делает В.А. Мохов, когда говорит о том, что занимается прямым синтезом нейронных сетей, заключается в том… что он рассчитывает коэффициенты (веса) в линейных дискриминаторах (которые строятся на нейронах). Эти линейные дискриманаторы. На каждое «ребро» конечноэлементной сетки «заводится свой линейный дискриминатор, а выходы всех дискриминаторов объединяются с помощью логических элементов таким образом, чтобы определить принадлежность точки (координаты которой подаются на вход) определенному конечному элементу. 

Столь простое использование нейронов (не используется даже нелинейная функция активации) на мой взгляд, позволяет говорить о том, что он строит всего лишь специализированный вычислитель (или нейроускоритель). При его построении он использует стандартные схемотехнические решения.

Специализированный вычислитель реализуется на ПЛИС.

На мой взгляд, такой специализированный вычислитель не представляет из себя ничего нового с точки зрения схемотехники.

Послесловие


Итак, при разборе диссертационной работы В.А. Мохова мы выяснили, что
1. Критерий, используемый для остановки измельчения конечноэлементной сетки при проведении адаптивной аппроксимации неверен.


2. При переходя к «правильному» критерию аппроксимация функции полиномами второй степени становится ненужной.


3. Разработанный В.А. Моховым алгоритм аппроксимации полиномами второй степени (рассматриваемый сам по себе) содержит недостатки, главные из которых следующие: значение ряда коэффициентов принимается произвольным, чего нельзя делать при аппроксимации функции, о которой заранее ничего неизвестно; аппроксимирующая функция в общем случае терпит разрывы на границах конечныx элементов.


4. Устранение указанных в п. 3 недостатков ведет к давно известной аппроксимации, использующей лагранжевы треугольники второго порядка.


5. Оценка погрешности аппроксимации выполнена ошибочным образом. Ограничения, наложенные на аппроксимируемую функцию для достижения гарантированной точности аппроксимации нелепы. Более сложный случай оценки погрешности аппроксимации, когда аппроксимирующая функция  является проекцией элемента одного функционального пространства на другое пространство, не рассматривается.

Приведем «выходную» инофрмацию для диссертационной работы В.А. Мохова.

Согласно сведениям из автореферата [АВТ] В.А. Мохов защитил диссертацию [ДИС] на соискание ученой степени кандидата технических наук «Разработка алгоритмов прямого синтеза аппроксимирующих искусственных нейронных сетей» 20 октября 2005 года на заседании диссертационного совета К212.208.04 Южно-Российского регионального центра информатизации Ростовского государственного университета  (начало заседания – 11 часов) по адресу 344090, г. Ростов-на-Дону, пр. Стачки 200/1, корп. 2, ЮГИНФО РГУ, аудитория 206.

С диссертацией можно ознакомиться в Зональной научной библиотеке РГУ по адресу г. Ростов-на-Дону, ул. Пушкинская 148.


Специальность – 05.13.11 («Математическое и программное обеспечение вычислительных машин, комплексов и компьютерных сетей»).


Работа выполнена на кафедре «Электронные вычислительные машины» государственного образовательного учреждения Южно-Российский государственный технический университет (НПИ), г. Новочеркасск.


Ведущая организация – Научно-исследовательский институт нейрокибернетики РГУ, г. Ростов-на-Дону.
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Официальные оппоненты:
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