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Предисловие
В данной работе рассматривается численный метод, получивший известность как «Комбинированный метод конечных элементов и вторичных источников» (КМ КЭ-ВИ). Метод предложен О.Ф. Ковалевым и подробно изложен в монографии [КОВАЛЕВ2001]. Читателю, он, скорее всего, известен из публикации в журнале [КОВАЛЕВ2000]. Создателем метода он рассматривался как метод расчета магнитного поля, то есть, не как численный метод решения «произвольной» системы линейных уравнений, а как метод, связанный с построением математической модели для расчета магнитного поля.


В данной работе показывается, что то КМ КЭ-ВИ не связан ни с методом вторичных источников, ни с методом конечных элементов,  ни с построением математической модели, а является достаточно простым, причем недоформулированным до конца, квази- методом Ньютона (или, если рассматривать его с другой стороны, вариантом метода итераций), то есть предложенный метод является численным методом решения систем нелинейных алгебраических уравнений (безотносительно того, как эта система была получена).

 Метод «доформулируется» и ему (условно) дается название «модифицированный метод простых итераций». Показывается, что этот метод (напомним, его же можно рассматривать как квази- метод Ньютона) использует достаточно простую и хоршо известную аппроксимацию якобиана с помощью матрицы жесткости решаемой системы нелинейных алгебраических уравнений.

В работе прослеживается ход мысли О.Ф. Ковалева при получении им недоформулированного модифицированного метода простых итераций. При этом оказывается необходимым рассмотрение условной минимизации функционала для расчета магнитного поля. Хотя метод простых итераций легко может быть получен из знаний в области численных методов (квази- методов Ньютона и вариантов метода итераций) О.Ф. Ковалев использовал достаточно странный путь, связанный с минимизацией указанного функционала, при которой осуществляются ненужные взаимно уничтожающие друг друга подстановки, и не приводятся получающиеся в результате этих подстановок подобные слагаемые. Мы вынуждены показать абсурдность вывода данного метода из минимизации функционала.

Далее предложенный О.Ф. Ковалевым (после несколько иной записи) метод рассматривается с точки зрения квази- методов Ньютона и вариантов метода итераций. Для этого мы поместили главу, вводящую читателя в данную тематику.

Отметим, что работа О.Ф. Ковалева [КОВАЛЕВ2001] изобилует многими ошибками и просто нелепостями, так что мы часто будем вынуждены останавливаться и разбирать их.

Глава 1 нашей работы посвящена изложению условной минимизации функционала для расчета статического магнитного поля в конечноэлементном лагражнжевом базисе, а глава 4 – методу Ньютона, квази- методам Ньютона, методу итераций и его различным вариантам, а также связи между вышеупомянутыми методами. Если вам эти темы известны, то вам, скорее всего, можно не читать данные главы – разве только ознакомиться с используемыми обозначениями.

В главе 2 разбираются неправильные примеры условной минимизации функционала, в частности, и на примере [КОВАЛЕВ2001].
В главе 3 начинает рассматриваться непосредственно сам метод КМ КЭ-ВИ. В частности, здесь показывается, что его название не соответствует его сути и проводится окончательная формулировка того, что предлагает О.Ф. Ковалев. Иначе говоря, здесь окончательно формулируется «недоформулированный модифицированный метод простых итераций».

В главе 5 продолжает рассмотрение «недоформулированного модифицированного метода простых итераций» с позиций квази- методов Ньютона и вариантов метода простых итераций (данным вопросам, напомним, посвящена 4 глава). Здесь метод доформулируется так, что из него получается просто «модифицированный метод простых итераций», показывается некорректность сравнения данного метода с методом простых итераций по скорости, критикуется «анализ сходимости», выполненный О.Ф. Ковалевым.


При написании данной работы, поскольку она является лишь критикой [КОВАЛЕВ2001], мы старались не касаться того, что встречающиеся интегралы следует рассматривать как интегралы Лебега, о том, что хорошо бы рассмотреть соболевские производные и пространства Соболева (обобщенные производные и пространства Гильберта), обсудить, в каком смысле мы понимаем решение и т.д. Это обусловлено тем, что данные вопросы не рассматривались и в [КОВАЛЕВ2001]. Приносим извинения требовательному читателю. Мы должны предупредить, что без понимания вышеописанных вещей  обойтись не удастся: так, когда конечноэлементный базис построен на основе треугольных конечных элементов, то вычисленный на основе векторного магнитного потенциала вектор магнитной индукции, в общем случае, будет «рваться» на границах конечных элементов (он будет константой на каждом конечном элементе). В итоге у нас получаться интегралы от разрывных функций, которые никоим образом не могут быть интегралами Римана. Данный вопрос здесь «обойден» тем, что, грубо говоря, предложен способ вычисления такого интеграла, в котором используются только интегралы Римана.


Для понимания работы не требуется особых познаний ни в области вариационных методов, ни в области численных методов, ни в области теории поля (тем не менее, начальные знания необходимы). Вся необходимая «теория» собрана в главах 1 и 4. Некоторые «продвинутые» знания (по сравнению с университетским курсом для нематематических специальностей) требуются только в области линейной алгебры и в области условной минимизации функционала (требуемый метод неопределенных множителей Лагранжа можно найти практически в любом «серьезном» ВУЗовском учебнике дифференциального и интегрального исчисления). В двух последних случаях полученные формулы можно просто «принять на веру». Работа вполне доступна для понимания студента старших курсов нематематических специальностей и не должна вызвать никакого затруднения у инженеров.


Надеюсь, что обозначения в книге достаточно понятны. Единственные соглашения, которые использовалось – это то, что вектор по умолчанию  является вектор-столбцом и что  в результате взятия градиента  всегда получается вектор-строка.
1. Условная минимизация функционала для расчета статического магнитного поля в конечноэлементном лагранжевом базисе

1.1 Функционал для минимизации в трех- и двухмерном случаях

Задачу расчета  стационарного магнитного поля в нелинейных безгистерезисных средах с помощью векторного магнитного потенциала 
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 можно свести к задаче минимизации функционала:
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- величина,  имеющая размерность плотности энергии, определяемая для каждой точки пространства.

Здесь 
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Как обычно, в случае магнитостатической задачи принимаем, что 
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Источник – [СИЛЬВЕСТЕР1986, ШИМОНИ1964].
Остановимся подробнее на первом члене функционала. Хотя он и имеет размерность энергии (подынтегральное выражение имеет размерность плотности энергии), его нельзя целиком ассоциировать с энергией магнитного поля. Это энергия, которую надо затратить, чтобы привести систему в рассматриваемое стационарное состояние некоторым «привилегированным» способом. Энергия созданного магнитного поля составляет лишь часть первого члена. Оставшаяся часть идет на обратимые или необратимые затраты энергии на тепловыделение и упругую деформацию (смотри примечания редакции к [ШИМОНИ1964]).
Рассмотрим несколько более подробно характеристики вышеупомянутого «привилегированного» способа приведения системы в стационарное состояние.
Заметим, что в подынтегральном выражении для 
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 - немая «векторная» переменная. Так же обозначается и верхний предел интегрирования. Это может внести путаницу, однако при таких обозначениях более понятен физический смысл. Далее мы выразим 
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 через 
[image: image16.wmf]B

 и заменим немую векторную переменную 
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 в подынтегральном выражении на 
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Это выражение есть ни что иное, как криволинейный интеграл. Рассмотрим, например, более простой двумерный случай и дадим ему «механическую» интерпретацию. Сопоставим нижнему и верхнему пределам интегрирования точки – начало координат 
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 соответственно. Изменению магнитной индукции от 
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 до
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 сопоставим движение «тела» от точки 
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. При этом  будем считать, что на тело, находящееся в точке 
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. Тогда интегрирование даст работу упомянутой силы по некоторому пути. 
Разумеется, существует множество возможных путей. Встает вопрос – какой путь выбрать для определения 
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? Из физических соображений (природа устроена так, что минимизирует затраты энергии) можно предположить что «нужный» путь минимизирует 
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. Иначе говоря, чтобы двинуться в минимизации исходного функционала дальше, нам нужно решить еще одну вариационную задачу – задачу минимизации 
[image: image31.wmf])
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 путем выбора наиболее выгодного энергетически пути (в «механической» интерпретации). В использованной литературе  [СИЛЬВЕСТЕР1986, ШИМОНИ1964] эта задача явно не ставится и не решается. Тем не менее, в [СИЛЬВЕСТЕР1986] неявно считается, что таким путем является прямой путь, что ожидается интуитивно (хоть это и не является доказательством).
При рассмотрении данного функционала возникает трудность: как быть с петлями и с возвратами?! Может ли при движении по петле или при «замкнутом» движении «вперед-назад» работа «силы» быть отрицательной? Ведь если это так, то, «совершая обороты» по петле много раз, либо много раз двигаясь «веперед-назад», можно сделать значение интеграла сколь угодно малым (отрицательным). Из смысла интеграла – плотности энергии – следует, что ее не нельзя сделать меньшей, чем ноль. Значит, работа силы при упомянутых траекториях либо равна нулю, либо положительна. В последнем случае такие траектории следует просто исключить из рассмотрения как очевидно менее выгодные. Если же работа равна нулю, то движение по петле либо  «вперед-назад» можно не учитывать при интегрировании. Таким образом, для простоты рассмотрения, можно оставить только траектории без возвратов и петель. Это нисколько не повлияет на полученный результат.
Утверждение о том, что природа будет «использует» прямой путь (случай с петлями и возвратами мы рассмотрели выше) означает в переводе с «механического» на «магнитостатический» язык следующее: став отличным от нулевого вектора, вектор 
[image: image32.wmf]B

 будет далее сохранять свое направление; при этом 
[image: image33.wmf]|
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 не может уменьшаться. Эти два утверждения справедливы для любой точки пространства.
«Привилегированный» способ приведения системы в стационарное состояние, очевидно, должен удовлетворять двум вышеприведенным требованиям. Это – необходимые требования к способу. Вопросы о том, каков этот способ (и достижим ли он на практике) нами не рассматриваются, так как это уведет нас далеко в сторону.

Замечание. Отметим несколько соображений (возможно, неверных), по которым такой «привилегированный» способ может оказаться неосуществимым на практике. При переведении магнитостатической системы из одного стационарного состояния в другое возникает переменное магнитное поле, которое порождает переменное электрическое поле, которое порождает переменное магнитное и так далее. Это порожденное электрическим полем магнитное поле налагается на исходное магнитное поле. В результате могут быть нарушены выдвинутые выше требования к изменению 
[image: image34.wmf]B

. Переменное магнитное поле порождает вихревое электрическое поле, которое создает в проводниках вихревые токи. В результате выделяется тепло. Минимальный «путь» изменения 
[image: image35.wmf]B

, скорее всего, подразумевает и минимальное тепловыделение. В результате возможен следующий вывод: чтобы устранить перечисленные выше «препятствия» необходимо производить переход из одного состояния в другое очень медленно; в пределе – бесконечно медленно. Эти соображения, естественно,  являются лишь наводящими и требуют дальнейших исследований. Конец замечания.
Замечание. Подчеркнем, что 
[image: image36.wmf]B

 и 
[image: image37.wmf]B
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 (соответственно, при замене немой переменной, 
[image: image38.wmf]ξ

 и 
[image: image39.wmf]ξ
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) вовсе не обязаны ни быть параллельными, ни быть сонаправленными. Не путайте это с сонаправленностью 
[image: image40.wmf]B

 и 
[image: image41.wmf]Н

 в изотропных средах. Речь идет об определенном способе изменения 
[image: image42.wmf]B

 (одном-единственном «нужном» из множества тех, которые реализуются), при котором эти условия выполняются. Конец замечания.

Найденные требования к способу перевода системы из одного стационарного состояния в другое позволяют упростить выражение
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Перейдем от 
[image: image44.wmf]ξ

 к ее проекции 
[image: image45.wmf]x

 на локальную координатную ось, которая проходит через рассматриваемую точку и имеет одинаковое направление с вектором
[image: image46.wmf]B

 в этой точке. Ввиду вышеупомянутых требований 
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 и 
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 всегда сонаправлены, 
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 и поэтому скалярное произведение векторов 
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 в интегральной сумме можно заменить произведение скалярных величин 
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. Кроме того, поскольку, как сказано, 
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 знак взятия модуля в знаменателе можно опустить. При таком переходе нижний предел интегрирования изменится с 
[image: image56.wmf]0

 на просто 
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, a верхний – с 
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 на 
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. В итоге получим:
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Формула верна для любой точки пространства.
В итоге исходный функционал можно записать в следующем виде:
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Физический смысл «немой» переменной 
[image: image62.wmf]x

 в  подынегральном выражении – это 
[image: image63.wmf]|
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.
Данная формула верна для трехмерного пространства. При расчете двухмерного стационарного магнитного поля векторный магнитный потенциал 
[image: image64.wmf]A

 является, по сути, скалярной величиной (имеет только одну отличную от нуля компоненту). Он направлен перпендикулярно плоскости, в которой производится расчет. Эту компоненту будем обозначать просто 
[image: image65.wmf]A

, без всяких дополнительных индексов.  Токи проводимости 
[image: image66.wmf]δ

 при этом также имеют только одну отличную от нуля компоненту и могут рассматриваться как скалярные величины. Они направлены перпендикулярно плоскости, в которой производится расчет. Вышеупомянутую компоненту 
[image: image67.wmf]δ

 будем также обозначать просто 
[image: image68.wmf]d

, безо всяких индексов. (Вектор 
[image: image69.wmf]B

 в этом случае имеет только тангенциальную составляющую.) Подробный вывод вышеописанных утверждений опустим.
В принятых обозначениях исходный функционал для двумерного случая выглядит следующим образом:
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Компоненты вектора для двумерного случая 
[image: image71.wmf]B

 вычисляются так:
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Соответственно, 
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 или, что то же самое, 
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1.2. Допущение, позволяющее вести интегрирование по конечной области

Исходный функционал вычисляется интегрированием по всему пространству (двухмерный функционал – по бесконечной плоскости). На практике область интегрирования ограничивают и считают ее конечной. Принимается, что на  границе области и за ее пределами 
[image: image76.wmf]0
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.  
Предположим, что с помощью минимизации функционала рассчитывается некоторое устройство, окруженное воздухом или пустотой. Пусть это устройство имеет характерный размер 
[image: image77.wmf]l

. В этом случае  расчетная область, как правило, простирается на несколько 
[image: image78.wmf]l

 от границ устройства (от одного до пяти). Такое приближение, естественно, снижает точность расчетов, но для большинства инженерных расчетов оно оказывается приемлемым.
Кроме того, рассчитываемые устройства могут иметь ферромагнитные детали, специально приспособленные для, так сказать, «концентрации в них силовых линий магнитного поля» (магнитопроводы). Эти магнитопроводы, как правило, либо замкнуты, либо почти замкнуты. Из-за этого в них концентрируется большая часть энергии магнитного поля, что также увеличивает точность расчетов при принятом приближении о том, что магнитное поле существует в ограниченной области.
1.3. Проекция 
[image: image79.wmf]A

 на конечномерный базис и переход к функционалу от конечного числа переменных
Вернемся к «двухмерному» функционалу
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где под 
[image: image81.wmf]S

 теперь будет пониматься некоторая ограниченная область двумерного пространства (плоскости).

Сделаем замечание об обозначении 
[image: image82.wmf])
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, так как, посмотрев на него, можно придти к заключению, что 
[image: image83.wmf]F

 есть функция 
[image: image84.wmf]A

 в некоторой точке пространства и с изменением точки пространства изменится и 
[image: image85.wmf]F

. На самом деле это, конечно, не так, как это явствует из рассмотрения правой части. 
[image: image86.wmf]F

 зависит от распределения 
[image: image87.wmf]A

 во всем пространстве, по которому осуществляется интегрирование. 
[image: image88.wmf]F

 меняется с изменением «распределения» 
[image: image89.wmf]A

 по всему пространству. Именно в таком смысле и следует понимать обозначение 
[image: image90.wmf])
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. (Если интегралы в функционале понимать в смысле Лебега, то можно «безнаказанно» поменять значение 
[image: image91.wmf]A

 на множестве меры нуль (например, на конечном множестве кривых); в этом случае, чтобы изменился 
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, необходимо поменять 
[image: image93.wmf]A

, например,  на множестве точек с ненулевой площадью.)
 Таким образом, 
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 - функционал от значений 
[image: image95.wmf]A

 на несчетном множестве точек и, следовательно, он зависит от несчетного множества переменных. Численные методы, которые используются для минимизации функционалов (по крайней мере, в нашем случае), предполагают, что функционал зависит от конечного множества переменных (зависимых или независимых). Итак, если обозначить вектор-столбец этих переменных как 
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 - число (конечное) переменных, то перед нами встает необходимость перехода от задачи минимизации функционала 
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 к задаче минимизации функционала 
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. При этом в общем случае, разумеется, должна произойти потеря точности.
Переход осуществляют следующим образом: поле 
[image: image100.wmf]A

 приближенно представляют в виде
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Здесь:


[image: image102.wmf]i

f

 (
[image: image103.wmf]N

i

...

2

,

1

=

) – линейно независимые функции. с аргументами 
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 - переменные, которые не зависят от 
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Если 
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 линейно независимы по определению, то 
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 могут зависеть друг от друга. Возможны самые различные уравнения, выражающие эту зависимость. Отметим также, что некоторые 
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 могут быть константами. Ситуация, когда 
[image: image111.wmf]i

a

 - константа, рассматривается как частный случай уравнения связи между 
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Вводя по аналогии с вектором-столбцом 
[image: image114.wmf]a

 вектор-столбец
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, представление 
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 можно записать в следующем виде:
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Векторы 
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, как правило, образуют базис в некотором (функциональном) пространстве. Поэтому, когда получают представление 
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, говорят о том, что выполняют проекцию 
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 на такой-то базис (базис в пространстве таком-то).

После выполнения проекции 
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Введем вектор-столбец 
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. Компонентами этого вектора являются производные по 
[image: image129.wmf]y

 компонент вектора 
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. Об этом нам напоминает индекс 
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. (Можно ввести операцию, которую условно можно назвать «дифференцирование вектора-столбца»;  эта операция ставит в соответствие вектору 
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 вектор 
[image: image133.wmf]y

φ

. Мы будем обозначать ее 
[image: image134.wmf]y

¶

¶

φ

. Таким образом, 
[image: image135.wmf]y

¶

¶

=

φ

φ

y

.)

Тогда 
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Далее,
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Если ввести вектор-столбец 
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 (аналогично можно получить выражение 
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 запишется следующим образом:
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Следовательно, 
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Что касается того, каковы же базисные функции 
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, то пока мы не будем ничего конкретизировать.  Проекция 
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 может быть обычным рядом Фурье (двумерным), разложением по полиномам, проекцией на конечноэлементный лагранжев базис или, возможно, чем-то иным.

Итак, после выполнения проекции 
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Мы обозначали символом 
[image: image152.wmf]A

 как «точный» (одномерный) векторный потенциал, так и его проекцию на конечномерный базис. Из контекста вполне ясно, о чем идет речь в том или ином случае.

1.4. Минимизация с ограничениями (условная) и без ограничений

Минимизация функционала от конечного числа переменных бывает двух видов. При наличии уравнений связи между переменными вида 
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 (то есть, когда переменные зависимые) минимизация называется условной (потому что имеются дополнительные условия – уравнения связи) или, что то же самое, минимизацией с ограничениями (constrained minimization). Минимизация при отсутствии зависимости между переменными (при отсутствии уравнений связи типа 
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) называется либо просто минимизацией функционала (без всяких добавлений) либо минимизацией без ограничений (unconstrained minimization). Каждое «дополнительное» уравнение вида 
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 теоретически позволяет нам исключить одно из неизвестных.
Легко понять, что нам необходимо вести условную минимизацию: ведь необходимо найти не просто 
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, которое на границе области интегрирования принимает нулевое значение. Например, если проекция 
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 выполнялась на конечноэлементный лагранжев базис, то ограничения выразятся в том, что некоторые 
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 будут иметь нулевое значение (смысл 
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  в этом случае - значение 
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 в 
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-том узле (точке) конечноэлементной сетки; часть узлов будет находиться на границе области интегрирования и, естественно, соответствующие 
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 равны нулю; само уравнение связи 
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 в этом случае выглядит предельно просто: 
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 ). При других проекциях данное ограничение может выглядеть иначе.
При условной минимизации возникают дополнительные трудности. Необходимое условие достижения функционалом стационарной точки (экстремума или седловой точки), на котором и строятся дальнейшие действия по минимизации, предполагает, что переменные должны быть независимы. Очевидное решение проблемы – «назначить» независимые переменные, выразить зависимые переменные через независимые, переписать функционал так, чтобы он был функционалом только от независимых переменных и далее осуществить его минимизацию. Но такое очевидное решение не всегда подходит. Оно может быть либо просто трудным, либо нежелательным по тем или иным причинам – хотя бы по причинам красоты изложения (вернее, ее отсутствия), большой сложности, отсутствия универсальности, трудности численной реализации и т.д.  Если мы не хотим действовать «напрямую», то нам следует првоести условную минимизацию, используя метод неопределенных множителей Лагранжа.
Скажем несколько слов об «очевидном» методе.

Легко действовать, когда 
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. Здесь необходима лишь подстановка и группировка слагаемых. Затем, если необходимо (для красоты и простоты) можно перенумеровать переменные.
 Легко понять, как действовать, когда, например, 
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 переменной. Ее надо подставить в функционал и функционал тоже станет функцией не 
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 переменных. После этого функционал можно минимизировать – теперь это будет минимизация без  ограничений. Приведенный пример легко обобщить на тот случай, когда константами являются несколько 
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Нередко, вероятно, действуя интуитивно (и неверно), рассуждают следующим образом (здесь мы несколько забегаем вперед): осуществим минимизацию так, как будто бы никаких ограничений не было. Затем, получив систему алгебраических уравнений, посмотрим, как она изменится, если бы те или иные переменные были константами, то есть, выполним учет ограничений. Уравнение, соответствующее выражению 
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 можно объявить «лишенным смысла», так как, по сути, при его составлении вычисляется производная по константе.  Это может навести на мысль о том, что все уравнения, соответствующие подобным выражениям , следует  исключить из системы. Но 
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 (и другие «переменные-константы») следует оставить, чтобы выполнять подстановку известной(ых) «переменной(ых)» в другие уравнения. Обобщая на случай нескольких «постоянных» переменных можно сказать следующее: после того как будет получена система алгебраических уравнений, учет ограничений выразится в том, что сначала из системы будут удалены «бессмысленные» уравнения, а затем будет произведена подстановка известных «неизвестных». При такой подстановке, грубо говоря, столбцы матрицы левой части, «ответственные» за известные «неизвестные» будут удалены из матрицы, и затем, после умножения их на соответствующие им известные «неизвестные», «вычтены» из вектора правой части. (Для определенности оговорим, что 
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-тое уравнение системы получается от взятия производной по 
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На эти рассуждения можно возразить так: необходимое условие, при котором функционал имеет стационарную точку, подразумевает, что все переменные независимы изначально. Нельзя двигаться дальше, если это требование не выполнено. 
Тем не менее, результат, по крайней мере для нашего функционала и наших простых зависимостей, при вышеописанном способе действий получается правильный. Это не должно нас удивлять – в соответствии с законами логики из ложных посылок может следовать все, что угодно, то есть, как ложные утверждения (что ожидается интуитивно), так и истинные.
Говорить о том, что можно поступать вышеописанным способом можно только после того, как будет проведена «правильная» минимизация, (например, такая, при которой изначально  исключаются зависимые переменные или описываемая далее условная минимизация с использованием неопределенных множителей Лагранжа) и будет обнаружено совпадение результатов при действии правильным и «неправильным «способами. При этом надо указывать на то, что действие само по себе (например, убрать такую-то строку) это одно, а его обоснование – другое. Итак, сам вышеприведенный способ действий как «алгоритм» имеет право на существование (но обоснование этих действий неверно!).
Как было упомянуто, нужный нам алгоритм условной минимизации для простых ограничений (когда переменная просто равна некоторой константе) может быть получен и без использования метода неопределенных множителей Лагранжа. Следует заметить, однако, что метод неопределенных множителей Лагранжа является универсальным. Он позволяет стандартно «обрабатывать» сложные зависимости между переменными. (Как бы вы, например, поступили, если бы встретили множество ограничений вида 
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?) Естественно, что этот метод годен и для нелинейных зависимостей 
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, однако мы ограничимся лишь линейными. 
Итак, из-за упомянутых достоинств, при условной минимизации мы решили выбрать метод неопределенных множителей Лагранжа. Здесь нет смысла излагать этот метод. Как правило, он излагается в учебниках по дифференциальному и интегральному исчислению (к сожалению, при этом не всегда говорят, что это метод неопределенных множителей Лагранжа). Мы приведем только окончательные результаты (далее на них будем ссылаться как на «три шага»), которые следуют из применения метода  к нашему случаю:
Во-первых, необходимо провести минимизацию функционала так, как если бы все переменные были независимыми и получить в результате систему алгебраических уравнений.

Во-вторых, необходимо «произвести учет» того, что некоторые переменные являются зависимыми. На этом этапе система уравнений станет больше и в ней появятся неопределенные множители Лагранжа.

Собственно говоря, после этого систему уже можно решать (это будет так называемая «полная» система). Однако при этом нами будут найдены не только неизвестные, но и множители Лагранжа. Кроме того, некоторые из «неизвестных», возможно, будут известны нам еще до решения системы. Мы не заинтересованы ни в нахождении известных неизвестных, ни в нахождении множителей Лагранжа. Собственно говоря, множители Лагранжа потому и названы неопределенными, что для решения задачи их находить необязательно; как правило, от таких множителей избавляются. Поэтому появляется «в-третьих».
В-третьих, необходимо произвести редукцию полной системы, полученной ранее. В результате получается «редуцированная» система. Она меньше исходной на столько уравнений, сколько ограничений наложено. В нашем случае она будет содержать только «настоящие» неизвестные (перенумерованные). После решения этой системы легко восстанавливается вектор всех неизвестных – как «неизвестных», так и «известных», где все они имеют исходные номера.
Помните – здесь и далее предполагается, что имеется линейная зависимость между неизвестными – то есть зависимость вида «линейная комбинация неизвестных равна константе».

Пункты (шаги) второй и третий будут описаны далее. Сейчас для нас главным является следующее: необходимо выполнить минимизацию функционала так, как будто все переменные являются независимыми, то есть, выполнить минимизацию без ограничений.

1.5. Минимизация без ограничений (первый шаг)
Как известно из курса дифференциального и интегрального исчисления, при минимизации функционала без ограничений необходимым условием того, что данная точка есть стационарная точка, является следующее условие: 
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. Иначе говоря, все частные производные вида 
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 в такой точке равны нулю. 
Напомним, что все векторы у нас по умолчанию – вектор-столбцы; при этом, однако, мы считаем, что в результате действия оператора 
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 на скалярную функцию получается вектор-строка.

Условие 
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 иногда переписывают применительно к полному дифференциалу. Как известно, 
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. Введем вектор-столбец 
[image: image190.wmf]T

N

da

da

da

d

]

...

[

2

1

=

a

. Тогда 
[image: image191.wmf]a

a

a

d

F

dF

)

(

)

(

Ñ

=

.  
[image: image192.wmf])

(

a

dF

 описывает изменение 
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[image: image194.wmf]a

d

 с точностью до членов порядка 
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Очевидно, что если 
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 - произвольный вектор, делаем заключение, что все 
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Итак, эти два условия - 
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Понятно, почему переменные должны быть независимыми: пусть функционал имеет всего одну стационарную точку – минимум; при поиске стационарной точки не должно быть никакого «стеснения»: мы минимизируем функционал на всем пространстве (на всей области определения) и нам должны быть доступны все возможные комбинации переменных. Если же наложены ограничения, то нам доступны не все комбинации переменных – из области определения мы пропускаем ряд подобластей. На этих подобластях может находиться точка, на которой функционал минимален. Иначе говоря, при наличии ограничений мы можем просто «выкинуть» точку, где все 
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 и поэтому полный дифференциал и градиент (при наличии ограничений) в оставшейся «допустимой» области никогда не будут равными нулю. Минимизация при этом, естественно, не даст никакого результата. 
Пусть вышеописанный функционал зависит всего от двух переменных - 
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 и 
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. Предположим также, что, если не накладывать никаких дополнительных ограничений, он достигает минимума в точке 
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. (Эта точка, напомним, является единственной стационарной точкой.) В этой точке 
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, мы будем вынуждены вычислять частные производные в точке 
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. В этой точке градиент функционала будет отличен от нуля.

 Стационарные точки – это седловые точки или точки экстремума (то есть минимума или максимума). Определение того, с чем же мы имеем дело, требует дополнительных исследований. Однако часто известно (например, из физических соображений), что тот или иной функционал имеют минимум. В этих случаях дополнительных исследований не проводят. (Иногда задачи ставятся так, что необходимо найти просто стационарную точку или точку экстремума.)
В нашем случае предполагается заранее, что минимум существует. К сожалению, автору не пришлось встречать развернутых соображений по этому поводу (для линейных сред дела обстоят лучше). Практика показывает, что это предположение вполне оправдано.
Итак,
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Возьмем частную производную от функционала «в общем виде» - то есть, производную 
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. После этого попытаемся понять, какая система уравнений в матричной форме эквивалентна уравнению 
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. Если это сразу сделать не удастся, мы распишем подробно случай с малым количеством неизвестных и повторим попытку.
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Рассмотрим подробнее член 
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. Его можно расписать следующим образом (в соответствии с правилом взятия производной от сложной функции):
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Здесь, при последнем переходе, использовалась хорошо известная формула Ньютон-Лейбница, описывающая вид производной от определенного интеграла по верхнему пределу. 
Наконец, запишем
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(Здесь можно упрощенно считать, что 
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Получим:
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Вспомним, что 
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 берутся аналогично взятию производной по 
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Тогда
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Подставляя это в выражение для функционала, получим:
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Подставим это в подынтегральное выражение, разобьем интеграл на несколько интегралов (вынесем суммирование за знак интеграла). Кроме того, вынесем из-под знака интеграла 
[image: image233.wmf]j

a

, так как оно не зависит от 
[image: image234.wmf]x

 и 
[image: image235.wmf]y

. В результате получим:
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Каждая 
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, напомним, должна равняться нулю. Следовательно, выражение 
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 эквивалентно 
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выражениям (переносим член с минусом в правую часть)
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Введем матрицу 
[image: image243.wmf]K

, элемент которой 
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Введем также  вектор-столбец 
[image: image246.wmf]f

, компоненты 
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 которого вычисляются по формуле


[image: image248.wmf]ò

=

S

i

i

dS

f

df

.
Тогда вышеприведенные 
[image: image249.wmf]N

 выражений можно представить в матричной форме:
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Заметим, что 
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 зависит от 
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: в самом деле, для вычисления 
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 нам надо знать 
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 - вспомните выражение 
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Тем не менее, для простоты мы часто будем писать 
[image: image260.wmf]f
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Полученное матричное выражение, очевидно, эквивалентно выражению 
[image: image261.wmf]T

F

0

a

=

Ñ

)

(

. Вектор, при котором последнее обращается в тождество, одновременно является решением системы
[image: image262.wmf]f
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Замечание. Введем  матрицу 
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таким образом, чтобы 
[image: image264.wmf]j

y

i

y

j

x

i

x

ij

K

f

f

f

f

+

=

o

. Такую матрицу можно получить из уже известных нам матриц следующим способом:
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Тогда кратко можно записать
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Подробнее такой способ действий будет рассмотрен далее. Пока же отметим, что на самом деле здесь имеется не обычный интеграл, а особый интегральный оператор, ставящий в соответствие одной матрице другую.
Конец замечания.
Подведем итоги. Для определения минимума нам нужно решить систему
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Правда, таким образом, так сказать, «в лоб» при использовании конечноэлементного базиса не действуют. Обычно идут «окольным путем», в результате которого получается та же самая система 
[image: image273.wmf]f
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1.6. Минимизация без ограничений в конечноэлементном лагранжевом базисе (первый шаг, продолжение)
Теперь самое время сделать предположение о том, какой базис мы используем.
Во-первых, мы будем использовать конечноэлементный базис. Как правило, при изложении метода конечных элементов используют треугольные и четырехугольные конечные элементы, с узлами, располагающимися в вершинах (таким образом, число узлов равно числу вершин). Однако, возможны и «дополнительные узлы», располагающиеся на ребрах элементов в точках, которые не являются вершинами элемента: например, четырехугольный конечный элемент может иметь восемь узлов: четыре узла в вершинах и четыре узла, располагающиеся в центрах ребер. Последние узлы, разумеется, не являются узлами конечноэлементной сетки, так как не являются вершинами какого-либо конечного элемента. Тем не менее, эти узлы, равноправно с «настоящими» узлами коненоэлементной сетки используются при вычислениях. Все узлы (и те, которые являются узлами сетки, и те, которые не являются) будем называть «расчетными». Термин же «узел конечноэлементной сетки» будем использовать по его «прямому» назначению. Расчетные узлы, не являющиеся узлами конечноэлементной сетки, будем называть дополнительными.
Как уже было сказано, при изложении метода конечных элементов, как правило, выбирают такие базисные функции, при которых дополнительные узлы не используются. Мы будем следовать этой традиции. Итак, у нас имеются только узлы, являющиеся узлами сетки конечных элементов.
Свяжем с каждым узлом 
[image: image274.wmf]i

 конечноэлементной сетки базисную функцию 
[image: image275.wmf]i

f

, которая принимает отличные от нуля значения только на объединении множества конечных элементов, «окружающих» этот узел; за пределами же объединения данная функция тождественно равна нулю.

Замечание. При наличии дополнительных узлов под 
[image: image276.wmf]i

 следует понимать любой узел – в том числе и дополнительный. Конец замечания.
Выдвинем требование линейной независимости базисных функций.

Далее, предположим, что наш базис является лагранжевым. Из этого предположения следует, в частности, и необходимая нам линейная независимость.

Функция 
[image: image277.wmf]i

f

 лагранжева базиса принимает единичное значение в узле 
[image: image278.wmf]i

 (в том узле, с которым она «связана») и нулевое значение во всех остальных узлах. (Это и есть определение лагранжева базиса).
Таким образом, на объединении конечных элементов, окружающих узел  
[image: image279.wmf]i

, 
[image: image280.wmf]i

f

 принимает нулевое значение на всех узлах, кроме «центрального» 
[image: image281.wmf]i

-того. За пределами объединения, напомним, 
[image: image282.wmf]i
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 и так тождественно равна нулю.
Отметим, что 
[image: image283.wmf]i

f

 - «глобальные» функции в том смысле, что они определены на всей области интегрирования функционала.

Из того, что базис является лагранжевым, следует простая интерпретация 
[image: image284.wmf]i

a

: это значение проекции функции на базис в 
[image: image285.wmf]i

-том узле. Очевидно, без 
[image: image286.wmf]i
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 нельзя «сконструировать» такую функцию, которая принимала бы в 
[image: image287.wmf]i

-том узле ненулевое значение. Это факт и гарантирует линейную независимость функций лагранжева базиса.
Самый простой лагранжев базис получается, когда используются треугольные конечные элементы с тремя узлами, расположенными в вершинах. В этом случае базисные функции 
[image: image288.wmf]i

f

 имеют вид пирамид (поэтому их называют «пирамидальными функцииями» - tent functions); перпендикуляр, опущенный из вершины пирамиды «попадает» прямо в узел 
[image: image289.wmf]i

. В общем случае, этот перпендикуляр не является гранью пирамиды (узел 
[image: image290.wmf]i

 не принадлежит периметру основания пирамиды).
Легко заметить, что в пределах конечного элемента проекция функции зависит только от значений проекции этой функции в узлах, входящих в данный конечный элемент и от базисных функций, связанных с этими узлами.  Другие базисные функции на данном элементе равны нулю и, следовательно, не могут внести никакого «вклада», какие бы значения не были в связанных с ними узлах. Следовательно, зная значения проекции функции в узлах конечного элемента и связанные с этими узлами базисные функции, мы можем вычислить («восстановить»)  значения проекции функции на всем конечном элементе.
В случае «пирамидального» базиса для треугольных элементов проекция функции на любом конечном элементе представляет из себя плоскость, получающуюся «суммированием» трех плоскостей, которые получаются после масштабирования по высоте (умножения на 
[image: image291.wmf]i

a

) трех пирамидальных функций
[image: image292.wmf]i

f

 (каждая из пирамидальных фукнций представлена на конечном элементе соостветствующей плосткостью).
Вернемся к минимизации функционала в конечноэлементном лагранжевом базисе. Итак,
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Для получения системы уравнений мы двинемся «обходным путем», упоминавшимся выше. По-прежнему будем предполагать, что у нас нет дополнительных узлов, а имеются только такие узлы, которые одновременно являются и узлами конечноэлементной сетки.
Мы можем сразу определить, какой из 
[image: image297.wmf]ij
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 равен нулю, а какой – нет:  результат интегрирования может отличаться от нуля только в том случае, если области, где 
[image: image298.wmf]i
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 и 
[image: image299.wmf]j
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 могут быть не равны нулю, пересекаются. (Производные этих базисных функций фигурируют в подынтегральном выражении.) Обозначим замыкание области, где 
[image: image300.wmf]i
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 и 
[image: image301.wmf]j

f

 одновременно могут быть не равны нулю 
[image: image302.wmf]ij
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 (таким образом, 
[image: image303.wmf]ij
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 - замкнутая область, хотя соответствующий знак мы и не пишем). При этом будем предполагать, что, по определению, мера 
[image: image304.wmf]ij
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 больше нуля – то есть, 
[image: image305.wmf]ij

S

 определяется не для всех пар узлов 
[image: image306.wmf]i

, 
[image: image307.wmf]j

. 
Очевидно, мера 
[image: image308.wmf]ij
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 больше нуля, если узлы 
[image: image309.wmf]i

, 
[image: image310.wmf]j

 - смежные (соединяются ребром). (При наличии дополнительных узлов – лежат на одном ребре – стороне какого либо конечного элемента.)
Интегрирование по 
[image: image311.wmf]S

 заменим интегрированием по 
[image: image312.wmf]ij
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.

Предположим, что некоторый 
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 может быть ненулевым. Вычислим его. Напомним,
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Интеграл можно разбить на сумму интегралов по конечным элементам, объединение которых составляет 
[image: image315.wmf]ij

S

. Конечноэлементная сетка (без дополнительных узлов!) строится  таким образом, что  элементов, образующих 
[image: image316.wmf]ij
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 не больше двух если 
[image: image317.wmf]j
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 ; если 
[image: image318.wmf]j
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, то их может быть произвольное (конечное) число. Если сетку рассматривать как граф, то данное высказывание будет звучать так: две смежные (различные!) вершины соединяет лишь одно ребро; из вершины может исходить произвольное (конечное) число ребер. Упомянутые элементы будем идентифицировать с помощью индекса 
[image: image319.wmf]k

.
 Индекс 
[image: image320.wmf]k

 «считает» только те элементы, в которых одной из сторон является «ребро графа между вершинами (узлами) 
[image: image321.wmf]i

 и 
[image: image322.wmf]j

», а не все конечные элементы подряд. «Нумеруемые» 
[image: image323.wmf]k

 элементы составляют только 
[image: image324.wmf]ij

S

, а не всю область 
[image: image325.wmf]S

. 

В каждом из слагаемых область интегрирования будем обозначать  
[image: image326.wmf]ijk

S

.

  Внимание! При принятых сейчас обозначениях конечный элемент идентифицируется трем числам -  
[image: image327.wmf]i

,
[image: image328.wmf]j

 и 
[image: image329.wmf]k

; 
[image: image330.wmf]k

 привязано к  
[image: image331.wmf]i

,
[image: image332.wmf]j

 в том смысле, что при их изменении один и тот конечный элемент («физически») может получить для идентификации другой индекс 
[image: image333.wmf]k

. 

   Ясно, что для указания на конкретный элемент достаточно просто пронумеровать их всех, даже не вдаваясь в то, какие узлы сетки являются его вершинами (то есть, достаточно использовать один индекс). При этом, чтобы связать набор номеров конечных элементов, по которым производится интегрирование, с узлами 
[image: image334.wmf]i

,
[image: image335.wmf]j

 (как это было прежде),  необходимо построить список конечных элементов. Содержимое списка (номера в этом списке) будет зависеть от 
[image: image336.wmf]i

,
[image: image337.wmf]j

. Далее мы так и поступим.
Итак, мы имеем:

[image: image338.wmf]å
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[image: image339.wmf]ijk
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Сделаем небольшую поправку, как обсуждалось выше. Предположим, что все конечные элементы пронумерованы и идентифицируется индексом, который мы, как и раньше, будем обозначать 
[image: image340.wmf]k

. 

В новых обозначениях мы должны вести суммирование не по всем конечным элементам 
[image: image341.wmf]k

, а только по тем, в которых одной из сторон является «ребро графа между вершинами (узлами) 
[image: image342.wmf]i

 и 
[image: image343.wmf]j

». Обозначим множество таких конечных элементов 
[image: image344.wmf]ij

D

. Тогда вышеприведенная формула запишется следующим образом:
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[image: image346.wmf]k
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Выражение 
[image: image347.wmf]ij
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 означает: «по всем 
[image: image348.wmf]k

, входящим в множество 
[image: image349.wmf]ij

D

». Индекс 
[image: image350.wmf]k

 теперь, повторим, идентифицирует все имеющиеся конечные элементы. (В новых обозначениях мы  интегрируем по 
[image: image351.wmf]k

S

 - по 
[image: image352.wmf]k

-тому конечному элементу.)
Рассмотрим каждое из слагаемых суммы. Мы будем обозначать их следующим образом:
[image: image353.wmf]ijk
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. Помните, теперь индекс 
[image: image354.wmf]k

 - просто элемент множества (списка), которое может выглядеть, например, для случая треугольных элементов так: 
[image: image355.wmf]{
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.) При этом выражение
[image: image358.wmf]527
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 следует понимать в смысле «вклад в 
[image: image359.wmf]ij
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 от интегрирования по 
[image: image360.wmf]527

 конечному элементу», выражение 
[image: image361.wmf]12
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 - «вклад в 
[image: image362.wmf]ij
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 от интегрирования по 
[image: image363.wmf]12

 конечному элементу» и т.д. Итак,
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Внимание! В этой формуле 
[image: image365.wmf]|

|

B

 зависит от 
[image: image366.wmf]A

, а 
[image: image367.wmf]A

 по-прежнему выражается следующим образом: 
[image: image368.wmf]a
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- то есть, зависит от всех глобальных базисных функций и значений искомой величины во всех «глобальных» узлах. На самом деле, конечно, ненулевые слагаемые в этой сумме покомпонентных произведений векторов возможны лишь для тех слагаемых, которые связаны с базисными функциями, которые привязаны к узлам, являющимся вершинами конечного элемента. Но мы по-прежнему оставляем в сумме все слагаемые, даже нулевые.
Для каждого отдельно взятого конечного элемента введем свою, «локальную» нумерацию вершин, которая ведется независимо от глобальной нумерации узлов. Далее, введем на каждом из этих элементов свой лагранжев базис таким же образом, как мы это делали в «глобальном масштабе». То есть, каждый отдельно взятый конечный элемент мы будем рассматривать как отдельную же область расчета (которая состоит только из одного этого конечного элемента). При таком введении локальных базисных функций каждая локальная базисная функция какого-либо элемента будет «представлять» на этом конечном элементе некоторую глобальную базисную функцию (то есть на данном элементе эти функции будут равны), - а именно ту, которая «физически» связана с тем же узлом (вершиной), что и упомянутая локальная базисная функция. При этом «локальный» номер вершины, естественно, не обязан совпадать с «глобальным» номером узла.
Локальную базисную функцию будем обозначать 
[image: image369.wmf]k

p

f

. Верхний индекс 
[image: image370.wmf]k

 идентифицирует элемент, на котором эта функция определена, а нижний индекс 
[image: image371.wmf]p

 обозначает, с какой локальной вершиной элемента связана эта функция. (Итак, 
[image: image372.wmf]p

 - это локальный номер вершины.)
Здесь и далее для «чего-то глобального» мы будем использовать нижние индексы 
[image: image373.wmf]i

 и 
[image: image374.wmf]j

, а для «чего-то локального» - индексы 
[image: image375.wmf]p

 и 
[image: image376.wmf]q

.

Условимся, что локальные базисные функции образуют вектор-столбец локальных базисных функций 
[image: image377.wmf]k

φ

. Аналогично «глобальному» случаю, мы введем векторы 
[image: image378.wmf]k

x
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 и 
[image: image379.wmf]k

y
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, которые получаются «дифференцированием» вектора 
[image: image380.wmf]k

φ

.
Введем функцию 
[image: image381.wmf])
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, которая для заданного конечного элемента 
[image: image382.wmf]k

 отыскивает соответствие между глобальным номером узла  
[image: image383.wmf]i

 и локальным номером вершины 
[image: image384.wmf]p

 этого конечного элемента: 
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. При этом условимся, что комбинация 
[image: image386.wmf])
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 должна быть допустимой – то есть, узел 
[image: image387.wmf]i

 должен быть вершиной конечного элемента 
[image: image388.wmf]k

 в действительности. Обозначение функции 
[image: image389.wmf]L

 - от «Local», «Локальный».
 Глобальные функции, используемые в рассмотренном выше интеграле можно выразить через локальные базисные функции элемента, по которому ведется интегрирование. Связь имеет следующий вид:
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Помните – локальные базисные функции определены только на отдельном конечном элементе. Вышеприведенные равенства имеют смысл только для конечного элемента 
[image: image394.wmf]k

!

В подынтегральном выражении используются не сами функции, а их частные производные. Связав сами функции, мы связали и их частные производные. Следовательно,
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,  где 
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Опять напомним, в данной формуле 
[image: image398.wmf]|
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 зависит от 
[image: image399.wmf]A

, а 
[image: image400.wmf]A

 по-прежнему определяется выражением 
[image: image401.wmf]a
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. Выразим 
[image: image402.wmf]A

 (а, значит, и 
[image: image403.wmf]|
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) через локальные базисные функции.
Как сказано выше, в пределах конечного элемента 
[image: image404.wmf]A

 можно выразить только через базисные функции (глобальные), связанные с вершинами этого элемента и значениями искомой величины в этих вершинах. На конечном элементе 
[image: image405.wmf]k

 глобальные базисные функции «представлены» соответствующими им локальными базисными функциями, так что мы можем получить 
[image: image406.wmf]A

 (в пределах элемента!) комбинированием локальных базисных функций, умноженных на некоторые коэффициенты: 
[image: image407.wmf]å
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Выражение 
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 можно рассматривать как произведение вектора локальных базисных функций 
[image: image409.wmf]k
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 на «вектор локальных переменных» 
[image: image410.wmf]k
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Итак, у нас появился 
[image: image412.wmf]k
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 - вектор локальных переменных. Определим значения компонент этого вектора. Для этого надо найти связь между 
[image: image413.wmf]k

p
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 и соответствующей ему компонентой глобального вектора неизвестных 
[image: image414.wmf]i
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Введем функцию 
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, обратную функции 
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. Функция 
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 ставит в соответствие локальной вершине 
[image: image418.wmf]p

 конечного элемента 
[image: image419.wmf]k

 глобальный узел (вершину) 
[image: image420.wmf]i

 конечноэлементной сетки: 
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. Обозначение 
[image: image422.wmf]G

 взято от слова «Global» - «Глобальный». С использованием введенной функции искомая связь выглядит следующими образом:
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 или, раскрывая индекс, 
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Итак, мы нашли выражение для 
[image: image426.wmf]A

, куда входят только «локальные» величины - вектор 
[image: image427.wmf]k
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 и вектор 
[image: image428.wmf]k
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Проводя выкладки, аналогичные тем, которые были в «глобальном» случае, получим следующее выражение для 
[image: image429.wmf]|
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 на конечном элементе 
[image: image430.wmf]k
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Далее всюду, где 
[image: image433.wmf]|
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 находится в подынтегральном выражении, связанном с интегрированием по отдельному конечному элементу будем предполагать, что данная величина выражается именно таким образом – через «локальные» величины, связанные с данным конечным элементом.
Помните, что используемая здесь «производная от вектора» – довольно необычная вещь. На самом деле это особый оператор, ставящий в соответствие одному вектору другой по определенному правилу! Термин «производная от вектора» дает краткость, но забирает точность.
Вернемся к формуле для 
[image: image434.wmf]ijk
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Анализ формулы показывает, что для вычисления всех возможных 
[image: image438.wmf]ijk
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 для каждого конечного элемента 
[image: image439.wmf]k

 нам потребуются значения интеграла 
[image: image440.wmf]ò
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 при всех возможных 
[image: image441.wmf]p

 и 
[image: image442.wmf]q

. Этот факт можно «перефразировать» следующим образом: для каждого конечного элемента 
[image: image443.wmf]k

 необходимо вычислить «локальную» (то есть, связанную только с этим конечным элементом) матрицу 
[image: image444.wmf]k
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, элементы которой 
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 выражаются следующей формулой:
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Как видно из вышеприведенных формул, 
[image: image447.wmf]ijk
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 можно выразить через один из элементов только что введенной матрицы 
[image: image448.wmf]k
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 следующим образом:
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Это можно записать и так (раскрывая нижние индексы):
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В итоге получим:
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Предположим (для простоты) что все матрицы 
[image: image454.wmf]k

K

 вычислены заранее и нам остается только брать уже готовые значения их элементов. Далее будет показано, что нет необходимости держать наготове все матрицы 
[image: image455.wmf]k

K

 одновременно, а можно ограничиться лишь одной, «текущей».

Вернемся к вычислению 
[image: image456.wmf]ij
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Если множество 
[image: image457.wmf]ij
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 - пустое (узлы несмежные), то, очевидно, в соответствии с формулой, мы получим 
[image: image458.wmf]0

. (Представьте, что к сумме прибавлен нуль; если суммирования не происходит, то только этот нуль и останется: 
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). Чтобы не путаться с нулем, запишем результат подробнее:

[image: image460.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

-

-

å

Î

смежные

не

j

i

узлы

если

смежные

j

i

узлы

если

ij

D

k

k

k

j

L

k

i

L

ij

K

K

,

,

0

)

,

(

)

,

(

.
На основании приведенной формулы можно легко описать основные шаги вычисления матрицы 
[image: image461.wmf])

a

K(

в предположении, что все матрицы 
[image: image462.wmf]k

K

 вычислены заранее:

(1.) Последовательно перебираем элементы 
[image: image463.wmf]ij

K

 и для каждого элемента выполняем следующую процедуру:


(2.) Определяем, ноль этот элемент (узлы 
[image: image464.wmf]i

, 
[image: image465.wmf]j

 - несмежные) или может иметь ненулевое значение (узлы смежные). В первом случае вычисление 
[image: image466.wmf]ij

K

 закончено, 
[image: image467.wmf]0

=

ij

K

. Во втором случае 
(3.) запускается процедура вычисления 
[image: image468.wmf]ij

K

.


Вышеупомянутая процедура вычисления 
[image: image469.wmf]ij

K

 имеет следующие этапы:

(1.) Определяем множество конечных элементов, в которых одной из сторон является «ребро графа между вершинами (узлами) 
[image: image470.wmf]i

 и 
[image: image471.wmf]j

».

(2.) Для каждого из таких элементов вычисляем значение интеграла. Поскольку, как уже сказано, предполагается, что локальные матрицы 
[image: image472.wmf]k

K

 перед этим  вычислены, значение интеграла можно получить из готовой локальной матрицы 
[image: image473.wmf]k

K

 (формула приведена выше).


(3.) Полученные значения интеграла для всех элементов суммируются.


Из  алгоритма видно, что 
[image: image474.wmf]K

 «строится» (получается) на основе множества прежде вычисленных локальных матриц 
[image: image475.wmf]k

K

. Такой процесс построения  
[image: image476.wmf]K

 называется «сборкой» («assembling») матрицы 
[image: image477.wmf]K

.

Сразу бросается в глаза недостаток предложенного метода сборки: нам придется одновременно хранить множество локальных матриц 
[image: image478.wmf]k

K

. Один элемент локальной матрицы может понадобиться в начале процесса сборки, а другой элемент этой же матрицы  - в самом конце. Тем не менее, можно заметить, что каждый элемент используется ровно один раз. Возникает вопрос: нельзя ли как-то изменить алгоритм сборки так, чтобы локальная матрица после ее вычисления  сразу же «использовалась без остатка», а затем ресурсы, отведенные под  хранение матрицы, освобождались и мы переходили к вычислению следующей локальной матрицы? Тогда нам можно было бы одновременно хранить не все локальные матрицы, а только одну, «текущую».
 
Иначе говоря, если считать, что в вышеприведенном алгоритме сборка идет «сверху вниз», то нам необходим алгоритм сборки «снизу вверх»: в нем в «самом главном цикле» мы будем перебирать не 
[image: image479.wmf]ij

K

, а 
[image: image480.wmf]k

K

.

Такой алгоритм существует. Он предполагает, что изначально имеется матрица 
[image: image481.wmf]K

, проинициализированная нулями. Каждый ее элемент можно  рассматривать как своеобразный аккумулятор, в котором накапливаются «вклады» различных локальных матриц 
[image: image482.wmf]k

K

. 

Для разработки нового алгоритма нам надо проследить «путь», по которому элемент  
[image: image483.wmf]k
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 «вливается» как составная часть в соответствующий элемент 
[image: image484.wmf]ij

K

.  Искомый «путь» задается следующей формулой:
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или, подробно расписывая индексы,
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Тогда нужный нам алгоритм сборки «снизу вверх» будет выглядеть так: (1.) 
[image: image489.wmf]K

 инициализируется нулями. (2.) Ведется перебор по всем локальным матрицам 
[image: image490.wmf]k

K

. При этом для каждой 
[image: image491.wmf]k

K

 начинается, в свою очередь,  (3.) перебор по всем возможным  элементам 
[image: image492.wmf]k

K

 - по 
[image: image493.wmf]k
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. Во время этого последнего перебора (4.) для каждого 
[image: image494.wmf]k
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  выполняется следующая операция 
[image: image495.wmf]k
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Последнюю операцию можно трактовать следующим образом: происходит увеличение «аккумулятора» 
[image: image496.wmf])
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Такой алгоритм сборки, как правило, и реализуется численно.


Заметим, что матрица 
[image: image498.wmf]K

 (и матрицы 
[image: image499.wmf]k

K

) является симметричной. Этот факт может помочь при вычислении 
[image: image500.wmf]K

 (и 
[image: image501.wmf]k

K

): достаточно вычислять только элементы, находящиеся на главной диагонали и выше ее.

Аналогичным образом обстоят дела со сборкой вектора  
[image: image502.wmf]f

. При этом также появится множество локальных векторов 
[image: image503.wmf]k

f

.


Сборка «сверху вниз» (когда одновременно должны сосуществовать все 
[image: image504.wmf]k

f

) определяется следующими выкладками:
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Итак, 
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Здесь 
[image: image507.wmf]i

S

 - замыкание области, где 
[image: image508.wmf]i

f

 отлична от нуля, 
[image: image509.wmf]i

D

 - множество конечных элементов, для которых узел 
[image: image510.wmf]i

 является вершиной.

Для вычисления всех 
[image: image511.wmf]i

f

  для каждого конечного элемента 
[image: image512.wmf]k

 небоходимо вычислить интегралы вида 
[image: image513.wmf]ò
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 для всех возможных значений 
[image: image514.wmf]p

. Это можно «перефразировать» так: для каждого конечного элемента 
[image: image515.wmf]k

 необходимо вычислить вектор-столбец 
[image: image516.wmf]k

f

, элементы которого определяются следующей формулой:
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На первых порах для простоты будем полагать, что все 
[image: image518.wmf]k

f

 получены заранее. В этом случае алгоритм вычисления
[image: image519.wmf]i

f

 будет выглядеть следующим образом:


(1.) Находим все элементы, для которых узел 
[image: image520.wmf]i

 является вершиной (формируем 
[image: image521.wmf]i
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).  (2.) «Вычисляем» для каждого из элементов интеграл вида 
[image: image522.wmf]ò
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. Результат уже известен – это 
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. И, наконец,  (3.) суммируем найденные значения интегралов.

Алгоритм, действующий «снизу вверх», который, как правило, и реализуется на практике, выглядит следующим образом:


(1.) Инициализируем 
[image: image524.wmf]f

 нулями. (2.) Ведем перебор по всем 
[image: image525.wmf]k
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. (3.) Для каждого 
[image: image526.wmf]k
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 ведем перебор по 
[image: image527.wmf]p

, в ходе которого  (4.) для каждого 
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 выполняем операцию 
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В этом случае, напомним, в текущий момент можно «держать наготове» только одну матрицу 
[image: image530.wmf]k

f

.

Итак, при использовании конечноэлементного лагранжева базиса уравнение 
[image: image531.wmf]f
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 получается «обходным» путем. Сначала вычисляются  «локальные» матрицы 
[image: image532.wmf]k

K

 и 
[image: image533.wmf]k

f

, а затем на их основе с помощью специальной процедуры, называемой «сборка» получаются глобальные матрицы 
[image: image534.wmf]K

и 
[image: image535.wmf]f

 (для каждой из этих матриц существует своя процедура сборки).


Рассмотрим следующий случай: мы осуществляем минимизацию функционала без ограничений на области, которую «покрывает» один-единственный конечный элемент. Пусть локальная и глобальная нумерации узлов совпадают (каждый узел имеет одинаковые локальные и глобальные номера). В этом случае совпадают также и локальные ( вектор 
[image: image536.wmf]k

φ

) и глобальные (вектор 
[image: image537.wmf]φ

) базисные функции. При этом совпадают также глобальный вектор неизвестных 
[image: image538.wmf]a

 и локальный вектор неизвестных 
[image: image539.wmf]k

a

 - в том смысле, что неизвестные из этих векторов, имеющие  одинаковые индексы, связаны с «физически» одинаковыми вершинами. Если сделать эти вектора одинаковыми, то очевидно, совпадут матрицы 
[image: image540.wmf]k

K

 (у нас только одна такая матрица) и 
[image: image541.wmf]K

. Совпадут также 
[image: image542.wmf]k

f

 и 
[image: image543.wmf]f

.

Видимо, из-за вышеописанного факта в обозначении локальных и глобальных матриц и векторов, как правило, соблюдают преемственность – у локальных векторов и матриц лишь появляется индекс, показывающий, о каком конечном элементе идет речь.


При введении указанных локальных матриц и векторов следует всегда помнить, что мы не ведем никакой «локальной минимизации» - то есть множества «маленьких» минимизаций в пределах каждого конечного элемента. Поэтому и результат «глобальной» минимизации вовсе не складывается и множества «локальных» минимизаций. Единственная минимизация, которую мы ведем – это минимизация по всем переменным, входящим в глобальный вектор 
[image: image544.wmf]a

. Множество локальных векторов и матриц появляется лишь как следствие «приема», применяемого при вычислении глобальных матрицы 
[image: image545.wmf]K

 и вектора 
[image: image546.wmf]f

.
Таким образом, при составлении «глобальной системы» уравнений имеется два этапа: получение («теоретическое») системы уравнений 
[image: image547.wmf]f

a

K

=

, в которой присутствуют лишь глобальные базисные функции и вычисление компонент матрицы левой части и вектора правой части с помощью вспомогательного приема, заключающегося во введении локальной нумерации узлов и локальных базисных функций для каждого конечного элемента. Этот вспомогательный прием более ориентирован на практику, чем на теорию. Компоненты матрицы левой части и вектора правой части системы 
[image: image548.wmf]f
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 с глобальными базисными функциями можно вычислить и без вышеупомянутого приема. 
При изложении минимизации функционала в конечноэлементном лагранжевом базисе должны быть отдельно отражены оба этих этапа.  

Некоторые авторы почему-то излагают первый этап - минимизацию функционала - на основе одного-единственного конечного элемента. То есть, они видимо, предполагают (по крайней мере, у тех, кто их читает, такая мысль справедливо может возникнуть), что существует какая-то минимизация для каждого отдельного конечного элемента и из множества этих минимизаций каким-то образом складывается «глобальная минимизация». Это как, вы понимаете, совершенно несправедливо.

 Несмотря на то, что результат при таком неправильном изложении получается похожий (только нужно поменять локальный вектор правой части, локальный вектор переменных и локальную матрицу правой части на глобальные!), читателю должно быть ясно – такие действия ошибочны в своей основе и просто бессмысленны.

После получения уравнения 
[image: image549.wmf]f
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 первый шаг минимизации с ограничениями считается завершенным.


Перед тем, как двинуться дальше, обговорим одну деталь. Как видно из вышеизложенного, расположение уравнений (их нумерация) неважна. Однако далее, при рассмотрении условной минимизации, удобно ввести в систему уравнений определенный порядок. Далее для определенности будем считать, что 
[image: image550.wmf]i

-тое уравнение системы получается из взятия производной от функционала по 
[image: image551.wmf]i

-той переменной глобального вектора неизвестных.


1.7. Учет зависимостей между переменными (второй шаг)

Доселе мы вели изложение так, как будто бы у нас велась минимизация без условий. Теперь вспомним, что на самом деле у нас имеются ограничения и, соответственно, нам необходимо учесть этот факт.

Ограничения, которые имеются у нас  (типа «переменная равна константе») соответствуют граничным условиям Дирихле для краевых задач в частных производных.  Тем не менее, мы рассматрим более широкий класс ограничений - типа «линейная комбинация неизвестных равна константе». На практике, при расчете магнитного поля, такие ограничения более сложного вида не встречаются. Тем не менее, для рассмотрения метода неопределенных множителей Лагранжа все равно какой тип ограничений будет рассматриваться. Поэтому мы будем рассматривать более общий тип ограничений. 
Запишем ограничения в матричном виде:


[image: image552.wmf]r
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Матрица 
[image: image553.wmf]H

 имеет столько строк, сколько имеется ограничений указанного выше вида. Количество уравнений связи (ограничений) будем обозначать 
[image: image554.wmf]M

.  Порядок строк (нумерация уравнений) в данной системе не важен. Это, напомним, не относится к системе 
[image: image555.wmf]f
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! Если поменять порядок расположения строк в системе 
[image: image556.wmf]f
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, то в системе 
[image: image557.wmf]r
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 придется осуществить перенумерацию неизвестных и, если быть точным, перенумерацию множителей Лагранжа.
Отметим, что мы излагаем только алгоритм того, как следует учитывать ограничения, а не то, почему надо делать именно так. Алгоритм является следствием метода неопределнных множителей Лагранжа. Бессмысленно говорить сейча о том, почему для частного случая ограничений вида «линейная комбинация неизвестных равна константе» этот метод выглядит именно так – если вы знаете метод неопределенных множителей Лагранжа, то с легкостью поймете почему. Если же вы не знаете метода, то говорить об этом, повторим, нет смысла.

Наличие ограничений скажется на системе 
[image: image558.wmf]f
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, полученной при предположении, что этих ограничений нет в том, что справа появится дополнительное слагаемое – вектор 
[image: image559.wmf]R

f

. Тогда данная система запишется следующим образом:


[image: image560.wmf]R

f

f

a

)

a

K(

+

=

.

При ограничениях рассматриваемого нами типа вектор 
[image: image561.wmf]R

f

 выражается через матрицу 
[image: image562.wmf]H

 и вектор-столбец неопределенных множителей Лагранжа 
[image: image563.wmf]λ

 следующим образом:

[image: image564.wmf]λ
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Вектор неопределенных множителей Лагранжа 
[image: image565.wmf][
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 содержит, как явствует из названия неопределенные множители Лагранжа. Далее множители Лагранжа выступают как дополнительные подлежащие определению переменные. Эти множители называются неопределенными потому, что, как правило, нам неважно их значение. По этой причине от множителей Лагранжа стараются избавиться. Эта операция будет рассмотрена нами далее, на третьем шаге. Тем не менее, в нашем случае эти множители все-таки понадобятся, и мы покажем, как их вычислить после того, как система уравнений от них уже избавилась.
Итак, вместо системы 
[image: image566.wmf]f
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 при минимизации с ограничениями мы имеем две совместных системы уравнений:
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По смыслу, вектор 
[image: image568.wmf]λ

 должен рассматриваться как вектор «дополнительных» переменных. Поэтому его следует перенести в левую часть. При этом появится знак минус: 
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Эта система может быть переписана в следующем виде (получаем из двух систем одну):
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Обозначения достаточно прозрачны и мы не будем подробно на них останавливаться.

Полученная система называется «полной». Сокращенно ее будем записывать следующим образом:
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Индекс 
[image: image572.wmf]f

 - от «full» - «полная».


Обозначения здесь также легко понятны и мы на них не останавливаемся.
Договоримся, что систему 
[image: image573.wmf]f
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 (без индексов) мы будем называть «исходной».  Итак, от исходной системы мы перешли к полной системе. 

Как уже говорилось,  полную систему уже можно решать начинать – результат будет правильный. Тем не менее, в этой системе присутствуют неопределенные множители Лагранжа, от которых стараются избавиться. Кроме того, некоторые из неизвестных исходной системы на самом деле уже известны – они  задают значения искомой функции на границе. Поэтому можно сделать следующий шаг – редукцию полной системы. 

В результате редукции у нас останется система, в которой лишь 
[image: image574.wmf]M
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 уравнений. В исходной системе, напомним 
[image: image575.wmf]N

 уравнений, а в полной - 
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. Таким образом, при редукции каждое из уравнений связи используется для устранения одного из неизвестных и, кроме того, при проведении редукции мы избавляемся от множителей Лагранжа.

1.8. Редукция полной системы уравнений (третий шаг)
Рассмотрим матрицу 
[image: image577.wmf]H

 размерности 
[image: image578.wmf]]
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. Это матричный оператор, выполняющие отображение из 
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-мерного евклидова пространства 
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 в 
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-мерное эвклидово пространство 
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. Нуль-пространство матрицы 
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 будем обозначать 
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. (Здесь для обозначений взяты латинские буквы «N» и «R» соответственно; шрифт - «Blackadder ITC».)
Напомним, что нуль-пространство матрицы 
[image: image587.wmf]H
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 - это пространство, содержащее все векторы 
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, для которых справедливо  выражение 
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. Любой вектор из этого пространства, как следует из этой формулы, отображается матричным оператором 
[image: image591.wmf]H

 на нулевой вектор. Ортогональное дополнение к  
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 - это пространство из множества векторов, которые ортогональны к любому вектору из 
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Напомним, что 
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. Здесь знаком «
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» обозначена операция, которая называется «сумма подпространств». Иначе говоря, 
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 являются подпространствами евклидова пространства 
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 и в сумме дают все 
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Используя более привычные для линейной алгебры термины, отметим, что пространство 
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 - это ни что иное, как пространство строк матрицы 
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 или, что то же самое, пространство столбцов матрицы 
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Обозначение  «
[image: image607.wmf]N

» - от «null», а «
[image: image608.wmf]R

» - от «row» - «строка».
Построим для каждого из подпространств - для
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 - базисы. По принятому соглашению все векторы у нас – векторы-столбцы; это касается и базисных векторов. Все базисные векторы (и 
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) имеют размерность 
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. Не путайте размерность используемых здесь базисных векторов с размерностями пространств! Например, если рассматривается евклидово пространство 
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 может иметь размерность, например, девяносто, но векторы базиса 
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 будут иметь сто компонент. Если говорить применительно к трехмерному случаю (
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), то это будет звучать так: из того, что нуль-пространство представляет из себя «одномерную» прямую, проходящую через центр координат, вовсе не следует, что вектор, задающий эту прямую, должен также иметь одну компоненту (прямая является «линейной оболочкой» вектора). Вектор будет иметь три компоненты.
Далее, на основании построенных базисов в 
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 построим две матрицы - 
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 и 
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 соответственно. Матрица 
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 образована из векторов базиса 
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 - из векторов базиса 
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. Обозначения достаточно понятны – они указывают на связь с подпространствами.
Любой вектор 
[image: image627.wmf]a

 евклидова пространства 
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 можно представить в виде суммы линейных комбинаций векторов базиса 
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. Используя введенные обозначения, этот факт можно записать следующим образом:
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Здесь 
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Вернемся к системе
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Предположим, что мы уже вычислили 
[image: image639.wmf]N

 и 
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 для 
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. Если вектор 
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 имеет 
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 компонент, а число уравнений связи равно 
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 будет иметь размерность 
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Уравнение 
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Выражение 
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 - ни что иное, как некоторый вектор, принадлежащий нуль-пространству 
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, полученный комбинированием базисных векторов 
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. Как было сказано, матричный оператор 
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 отображает такой вектор на нулевой вектор 
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. То есть, 
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. Опуская нулевой вектор получим следующее уравнение:
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Введем символ «
[image: image666.wmf]\

» - символ операции решения системы линейных алгебраических уравнений.  Пусть 
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 - вектор неизвестных.  Тогда, используя введенный символ, будем писать : 
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Договоримся, о том, что мы понимаем под решением системы линейных алгебраически уравнений с «численной» точки зрения:  в том случае, когда 
[image: image670.wmf]A

 не является квадратной матрицей,  под решением понимается решение по методу наименьших квадратов; если 
[image: image671.wmf]A

- квадратная матрица, то решение получается, например, методом исключения Гаусса.  Для обозначения решения методом исключения Гаусса и решения по методу наименьших квадратов можно ввести различные символы, но мы ограничимся комментариями.

Найдем из полученного уравнения  
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Подставим  выражение 
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Второй член правой части - 
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 - достаточно громоздок. Для упрощения последующих уравнений введем вектор 
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Замечание. Если бы мы решали эту же задачу (двумерную) методом Галеркина (через переход к слабой форме уравнения в частных производных), то появление 
[image: image679.wmf]D
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 было бы обусловлено наличием краевых условий Дирихле; именно от «Дирихле» мы и взяли 
[image: image680.wmf]D

 в нижнем индексе. Конец замечания.
Итак,
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Это уравнение выражает вектор всех переменных через вектор независимых переменных 
[image: image683.wmf]N

a

 и вектор-константу, учитывающий имеющиеся  ограничения.

Подставим  это выражение для 
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 в первое уравнение системы – в 
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Уравнение 
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 по-прежнему избыточно: хотя теперь в нем имеется вектор неизвестных 
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, в котором только независимые переменные, но множители Лагранжа по-прежнему остались. Для того, чтобы избавится от них, это уравнение необходимо умножить на 
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Как известно, 
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 - нулевая матрица размерности 
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. В самом деле, каждый из столбцов матрицы 
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 матричный оператор 
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 отображает на нулевой вектор евклидова пространства 
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, так как, по построению, матрица 
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 состоит из базисных векторов 
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В итоге мы пришли к следующему матричному уравнению (нулевой вектор опущен):
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Полученная система не содержит ни зависимых переменных, ни множителей Лагранжа. Эта система состоит из 
[image: image712.wmf]M
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линейно независимых уравнений, которые позволяют определить вектор независимых переменных 
[image: image713.wmf]N
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Данная система называется также редуцированной системой и может быть записана в виде
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Индекс «r» - от слова «reduced» - «редуцированная».


Напомним, что индекс «N» в  
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 «образовался» от матрицы 
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,  связанной с 
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, а не от константы 
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, которая задает общее количество неизвестных (зависимых и независимых). 

Отметим также, что если матрица 
[image: image723.wmf]K

 симметричная, то и матрица 
[image: image724.wmf]KN
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 симметричная; это же относится и к положительной определенности.
Легко заметить, что в лучшем случае (если имеются только зависимости вида «переменная такая-то равна константе такой-то») независимые переменные при редуцировании системы окажутся перенумерованными. В худшем случае (если будут присутствовать зависимости вида «линейная комбинация неизвестных (с ненулевыми коэффициентами!) равна константе») дело будет значительно сложнее. Очевидно, что решив редуцированную систему 
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 обратно  к вектору 
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, в котором будут иметься только «понятные и привычные» нам переменные с «понятными и привычными» номерами. Необходимая для этого формула уже имеется:
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Если нас интересуют множители Лагранжа, то, зная 
[image: image731.wmf]a

, мы можем их найти, например, по методу наименьших квадратов из  уравнения 
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При решении системы нелинейных уравнений мы начинаем с некоторого приближения вектора неизвестных. Будем обозначать решение системы 
[image: image734.wmf]o
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, а приближение этого решения на 
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 - том шаге итерационного процесса - 
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. Начальное приближение, соответственно, будем обозначать 
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 Этот вектор содержит «понятные и привычные» переменные (компоненты) с «понятными и привычными» номерами. Когда мы имеем дело с редуцированной системой переменных, то мы, очевидно, должны перейти от 
[image: image738.wmf]0
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 к 
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  - редуцированному начальному приближению (надеюсь, введенное обозначение достаточно понятно). Напомним, что вместо  
[image: image740.wmf]0
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 в наших обозначениях мы можем писать  
[image: image741.wmf]0

r

a

 - это одно и то же.  Такой переход основывается на уже имеющейся формуле 
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Решение ищется по методу наименьших квадратов.

Для 
[image: image745.wmf]i

-того приближения (приближения на 
[image: image746.wmf]i

-том шаге), очевидно,
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1.9. Замечания по организации итерационного процесса
Для определенности оговорим условия, при которых мы будем останавливать итерационный процесс в предположении, что текущий вектор неизвестных достаточно близок к решению.

Есть два основных (в смысле их распространенности) критерия, по которым мы судим о том, что близко «подошли» к решению 
[image: image748.wmf]o

a

:


1. Можно считать, что мы близко подошли к 
[image: image749.wmf]o

a

, если норма разности векторов неизвестных на 
[image: image750.wmf]i

-том и 
[image: image751.wmf])
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-ом шагах достаточно мала (меньше некоторого наперед заданного числа 
[image: image752.wmf]d

 или равна ему).

Применительно к полной системе это можно записать следующим образом:
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Применительно к редуцированной системе –
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Индексы 
[image: image755.wmf]r

 и 
[image: image756.wmf]f

 указывают на связь с редуцированной или с полной системой уравнений соответственно. Заметьте - 
[image: image757.wmf]f

d

 и 
[image: image758.wmf]r

d

 - разные числа! О том, как именно вычисляется норма (как она называется), мы не уточняем

Сразу виден недостаток такого подхода: из того, что «соседние» приближения решения 
[image: image759.wmf]o

a

 близки вовсе не следует, что мы находимся близко к 
[image: image760.wmf]o

a

! Возможно, итерационный процесс просто медленно сходится  (по крайней мере, на некоторой «плохой области», к которой эти приближения принадлежат).  Следовательно, использовать данный критерий для остановки вычислений (по достижении нужного результата) нельзя, если нет дополнительных данных о скорости сходимости итерационного процесса; данный факт приводит к тому, что становятся необходимыми дополнительные исследования, которые не всегда имеет смысл проводить.


2. Можно считать, что текущий вектор неизвестных достаточно хорошо аппроксимирует решение 
[image: image761.wmf]o

a

, если норма вектора невязок системы уравнений 
[image: image762.wmf]ρ

 (при подстановке в систему данного вектора неизвестных) достаточно мала (меньше некоторого наперед заданного значения 
[image: image763.wmf]e

 или равна ему). Невязкой уравнения 
[image: image764.wmf]r

, напомним, называется разность его правой и левой частей. Для полной системы этот критерий останова запишется так:
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а для редуцированной так:
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Как и в предыдущем случае, 
[image: image769.wmf]f

e

 и 
[image: image770.wmf]r

e

 - разные числа! Индексы указывают на связь с полной или с редуцированной системой уравнений. По-прежнему, мы не конкретизируем, какая норма используется.

Именно такой критерий и следует использовать при принятии решения о том, достаточно ли близко мы находимся к решению или нет, если мы не хотим проводить никаких дополнительных исследований.

Итак, у нас имеется два «правильных» критерия – для полной системы и для редуцированной. Какой из них использовать?! Ясно, что если система полная, то надо использовать критерий для полной системы – зачем проводить редукцию только для того, чтобы найти норму невязки? Если же мы используем редуцированную систему, то для использования в этом случае критерия для полной системы дополнительные затраты невелики – надо всего лишь найти множители Лагранжа.


Давайте для определенности договоримся, что под критерием останова мы будем понимать критерий останова для полной системы – даже если мы используем редуцированную систему. Ввиду этого соглашения критерий останова будем писать просто:
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подразумевая при этом, что 
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Итак, с учетом принятого соглашения, неопределенные множители Лагранжа придется вычислять - для определения нормы невязки полной системы.


Как было показано, для построения редуцированной системы на основании матрицы 
[image: image773.wmf]H

необходимо построить матрицы 
[image: image774.wmf]N

 и 
[image: image775.wmf]R

. В том случае, когда 
[image: image776.wmf]H

 содержит строки только с одним ненулевым элементом такое построение выполнить очень просто. Данный случай может рассматриваться отдельно и иметь отдельную же численную реализацию. При этом, естественно, следует предусмотреть и общий случай – когда строки 
[image: image777.wmf]H

 содержат несколько ненулевых элементов. В рассматриваемой нами задаче (и при рассмотрении краевых задач для уравнений в частных производных) такие  «общие случаи», как правило, не возникают.

Покажем, как можно построить матрицы 
[image: image778.wmf]N

 и 
[image: image779.wmf]R

 в простейшем случае. Предположим, что 
[image: image780.wmf]H

 имеет следующий вид:
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В этом случае мы используем 
[image: image782.wmf]H

 чтобы сказать: такие-то переменные (вторая, третья и четвертая – нумерация с единицы) равны таким-то константам.


Для данного 
[image: image783.wmf]H

 матрицы 
[image: image784.wmf]N

 и 
[image: image785.wmf]R

 будет выглядеть следующим образом:
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1.10. Использование терминов механики при описании системы уравнений в матричной форме

При описании систем алгебраических уравнений, записанных в матричной форме, по заведенной традиции часто используют термины из области механики – даже в том случае, если никакой «механической» интерпретации имеющимся уравнениям придать нельзя.

Так, если имеется система


[image: image788.wmf]f
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то матрицу левой части 
[image: image789.wmf]K

 называют «матрица жесткости», а вектор правой части 
[image: image790.wmf]f

 называют «вектор нагрузки».


Если данная система получена в результате минимизации без ограничений и мы хотим от минимизации без ограничений перейти к минимизации с ограничениями, то, как уже сказано, мы должны добавить к 
[image: image791.wmf]f

 вектор 
[image: image792.wmf]R
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:
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В «механических» терминах  
[image: image794.wmf]R

f

 называют «вектор сил реакции» или даже просто «силы реакции».


Аналогично, при решении слабой формы краевых задач (описываемых уравнениями в частных производных) методом Галеркина вдобавок к упомянутым векторам и матрице возникает «матрица масс».

2. Разбор примеров неправильной условной минимизации функционала

2.1. Операции над матрицами.

Введем дифференциальный оператор 
[image: image795.wmf]D

, который ставит в соотвестсвие одной матрице другую, той же размерности, таким образом, что элементы последней матрицы образуются путем дифференцирования соответствующих элементов первой матрицы. Здесь под дифференцированием элементов понимается дифференцирование их по какой-либо одной из переменных (всех по одной и той же). Действие оператора 
[image: image796.wmf]D

 на матрицу 
[image: image797.wmf]A

 будем обозначать 
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Введем интегральный оператор 
[image: image804.wmf]S

, который ставит в соответсвтие одной матрице другую, той же размерности, таким образом, что элементы последней мтарицы образуются путем интегрирования соостветствующих элементов первой матрицы. Действие оператора  
[image: image805.wmf]S

 на матрицу 
[image: image806.wmf]A

 будем обозначать 
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Напомним, что существует операция «умножения матрицы на число». При этом, чтобы получить результат, на данное число надо умножить все элементы матрицы.


Введем операцию получения из матрицы вектор-строки, состоящей из всех элементов заданной строки исходной матрицы. Договоримся, что в результате данной операции будет получаться вектор-строка. Результат действия данной операции на матрицу 
[image: image812.wmf]A

, когда надо получить 
[image: image813.wmf]i

-тую строку данной матрицы, будем записывать в виде 
[image: image814.wmf]*
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. Символы «
[image: image815.wmf]*

i

», стоящие в индексе, говорят о том, что беруться все элементы 
[image: image816.wmf]i

-той строки матрицы 
[image: image817.wmf]A

.

Введем операцию получения из матрицы вектор-столбца, состоящего из всех элементов заданного столбца исходной матрицы. Договоримся, что в результате данной поерации будет получаться вектор-столбец. Результат действия данной опреации на мтарицу 
[image: image818.wmf]A

, в случае, когда надо получить 
[image: image819.wmf]i

-тый столбец данной матрицы, будем записывать в виде 
[image: image820.wmf]i

*
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. Здесь символы «
[image: image821.wmf]i

*

», стоящие в индексе, говорят о том, что беруться все элементы 
[image: image822.wmf]i

-того столбца матрицы 
[image: image823.wmf]A

.


Введенные операции понадобятся нам в дальнейшем. С операцией «дифференцирования вектора» вы уже встречались.

2.2. Условная минимизация функционала для расчета магнитного поля в книге «Информатика и компьютерное моделирование в машиностроении»


Рассмотрим пример неправильного изложения условной минимизации функционала для расчета магнитного поля с использованием конечноэлементного лагранжева базиса, приведенный в книге «Информатика и компьютерное моделирование в машиностроении». На эту книгу мы ссылаемся как на источник [НИКИТЕНКО1999]. В написании книги приняло участие пять авторов; в соответствии с алфавитом этот источник следовало бы обозначать как [ГРИНЧЕНКОВ1999], но мы оставили порядок авторов, соответствующий порядку, приведенному на обложке книги.
  Условная минимизация в [НИКИТЕНКО1999] рассматривается в главе 4 – «Алгоритмы и программы расчета элементов электрических аппаратов на ЭВМ». Ошибки, которые имеются в этой главе, встретятся нам в дальнейшем при рассмотрении монографии [КОВАЛЕВ2001]. Глава 4 [НИКИТЕНКО1999], посвященная расчету магнитного поля, написана не О.Ф. Ковалевым, а рядом других авторов этой книги. О.Ф.Ковалеву  в [НИКИТЕНКО1999] принадлежит глава, посвященная совсем другой теме. Возможно, именно из этой книги берут свое начало и ошибки в [КОВАЛЕВ2001].


Сама глава 4 [НИКИТЕНКО1999]  может служить иллюстрацией того, как будет выглядеть рассматривавшаяся нами минимизация в конечноэлементном лагранжевом базисе в том случае, когда в качестве базисных функций используются пирамидальные функции. В данной работе рассматривается не только вариационный метод расчета магнитостатического поля, но и метод Галеркина, основывающийся на переходе к слабой форме уравнения в частных производных для соответствующей краевой задачи; мы остановимся только на вариационном методе.
Во-первых, функционал, для которого осуществляется минимизация (рассматриваем только двумерный случай) записан неправильно, то есть он отличен от функционала, взятого нами из книги [СИЛЬВЕСТЕР1986]. В последней книге функционал для двумерного случая, напомним, выглядит следующим образом (в наших обозначениях):
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Напомним также, что мы имеем дело с нелинейным случаем.
В  книге [НИКИТЕНКО1999] исходный функционал, для которого производится минимизация, выглядит так (для нелинейного случая! Обозначения мы заменили на наши):
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Это формула (4.168) из [НИКИТЕНКО1999, стр. 301]. Мы переименовали немые переменные 
[image: image826.wmf]x

B

 и 
[image: image827.wmf]y

B

 в первом и втором слагаемых выражения в скобках (в первом слагаемом переименовывали 
[image: image828.wmf]x

B

, а во втором - 
[image: image829.wmf]y

B

). Здесь читатель встретился с 
[image: image830.wmf]l

m

 и уже, наверное, заинтересовался: что это такое?  Интуитивно ожидается не какое-то 
[image: image831.wmf]l
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, а 
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 (может быть, просто 
[image: image834.wmf])
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x

m

). Однако в этой формуле 
[image: image835.wmf]l

m

 - константа! Это явствует из того, как с данным множителем в [НИКИТЕНКО1999, глава 4] обращаются дальше. Именно поэтому мы добавили к 
[image: image836.wmf]m

 индекс 
[image: image837.wmf]l

 (от «linear» - «линейный»). Пусть индекс напоминает, что 
[image: image838.wmf]m

 данного функционала всюду – величина, не зависящая от 
[image: image839.wmf]B

. Иначе говоря, здесь предполагается, что среда линейная, хотя на самом деле заведомо известно, что она нелинейная. Невероятно!  При взятии производных (при минимизации) с 
[image: image840.wmf]l

m

 поступают как с обычной константой; также  нигде 
[image: image841.wmf]m

 не записывается как функция какой-то переменной.
Вышеизложенные особенности позволяют догадаться, как  получился данный функционал: это ничто иное, как  функционал для линейных сред, только несколько необычно записанный! Покажем это.
Как известно, для расчета магнитостатического поля вариационным методом в случае линейных (кусочно-линейных) сред необходимо осуществить минимизацию следующего функционала [СИЛЬВЕСТЕР1986]:
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Выразим 
[image: image843.wmf]H

через 
[image: image844.wmf]B
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) и подставим в функционал:
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Распишем 
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 через квадраты его компонент :
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Дальше обычно выражают компоненты вектора магнитной индукции через производные векторного магнитного потенциала и останавливаются, так как после этого можно сразу начинать минимизацию. Но мы двинемся дальше.
Справедливо следующее выражение:
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Чтобы убедиться в этом, достаточно взять определенный интеграл в правой части.

Аналогично,
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Подставим полученные выражения в функционал и получим:
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Как и было обещано, мы получили формулу (4.168) из [НИКИТЕНКО1999, стр. 301]. Применив функционал для кусочно-линейных сред для случая нелинейных сред, все-таки логично ожидать, что авторы далее будут поступать так, как будто бы магнитная проницаемость все-таки зависит от вектора магнитной индукции и, наконец, укажут какова же эта зависимость в каждом из слагаемых функционала. Но они по-прежнему продолжают поступать так, как будто бы среда кусочно-линейная, то есть так, как будто бы указанной зависимости вовсе нет (смотри формулы (4.174), (4.175) и (4.176) из этого же источника). 

Подчеркнем: для функционала, связанного с кусочно-линейными средами нет необходимости делать подстановки 
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. Это вызовет только дополнительные сложности. Видимо, авторы просто хотели получить выражение, которое было бы похоже на «настоящий» функционал для  нелинейных сред, взяв неподходящий для этого случая функционал для кусочно-линейных сред. Получив «похожее» выражение, они столкнулись с тем, что правильный ответ все равно не получится: ведь магнитную проницаемость все равно придется считать функцией вектора магнитной индукции (и, соответственно, векторного магнитного потенциала). Далее, наверное, кто-то случайно обнаружил, что если вопреки здравому смыслу считать, что среда кусочно-линейная, то ответ получается «правильный» (здесь нужны оговорки применительно к тому, что написано в источнике; они будут сделаны ниже; пока же читателю должно быть очевидно, что этот ответ годится только для кусочно-линейных сред!). Две ошибки скомпенсировали друг друга. Как уже говорилось, из ложных посылок может следовать все, что угодно – в том числе и правильные выводы-результаты.


Наконец, когда «правильный» ответ получен, почему-то решили, что и его вывод был правильным.


Поскольку «правильный» ответ получен, то далее, особо не задумываясь над тем, что по смыслу вывода этого ответа среда должна быть кусочно-линейной, эти же формулы стали применять и к нелинейным средам!!!

Иначе говоря, авторы утверждают следующее: чтобы получить результаты минимизации неизвестно какого функционала (ведь он-то авторами не приведен!) для нелинейных сред, необходимо взять результат, полученный при минимизации функционала для линейных сред и поменять в нем магнитную проницаемость на ту, которую надо – на нелинейную. Откуда это следует?! Результат получен правильный, но где же тот «правильный» функционал и «правильный» вывод?

Есть, правда, еще одно соображение, как неправильным путем мог быть получен правильный ответ. Процитируем [НИКИТЕНКО1999, стр. 301], где, после введения пирамидальных базисных функций (глобальных) пишут:


«Такой выбор интерполяционных функций первого порядка подразумевает постоянство индукции и удельного магнитного сопротивления на площади каждого треугольника.» Конец цитаты.

Возможно, авторы решили, что, хотя у нас среда и нелинейная, но, поскольку при проекции на базис из пирамидальных функций искомая функция – векторный магнитный потенциал - получает кусочно-линейную аппроксимацию, из-за чего вектор магнитной индукции на каждом из конечных элементов, а, значит, и магнитная проницаемость, будут постоянным (вектор магнитной индукции получается из частных производных векторного магнитного потенциала), то можно а) при минимизации  пользоваться функционалом для линейных сред и б) считать магнитную проницаемость на конкретном конечном элементе независимой от векторного магнитного потенциала в вершинах этого элемента. Это я оставлю без комментариев. Я все же думаю, что до такого дело не дошло. Неверность первого предположения очевидна. Что касается второго, то, напомним,
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Откуда
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Из формулы видно, что производная от магнитной проницаемости зависит от  
[image: image857.wmf]k

p
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! Этому никак не мешает тот факт, что при аппроксимации векторного магнитного потенциала пирамидальными функциями 
[image: image858.wmf]B

 и на самом деле будет постоянным на всех конечных элементах.

Я писал, что ответ следует считать «правильным» с оговорками. Дело в том, что авторы 4 главы [НИКИТЕНКО1999] проводят множество «локальных» минимизаций по отдельным конечным элементам а «глобальную» минимизацию (взятие производных по всем переменным, которые мы все условно считаем независимыми – смотри первый шаг) строят на основе множества «локальных» минимизаций. Иначе формулы (4.173-4.176) понять, видимо, никак нельзя. В главах про минимизацию без ограничений я уже делах замечание по этому поводу (смотри выше): у нас есть только одна «глобальная» минимизация, а никаких «локальных» минимизаций нет. Изложение минимизации без ограничений следует разбить на два этапа: минимизация в «общем виде» и методы сборки матриц и векторов, полученных на первом этапе. Упоминание о том, что у нас имеется конечноэлементный лагранжев базис можно сделать в самом конце первого этапа! Локальные же базисные функции и локальную нумерацию узлов следует вводить на втором этапе.  При этом смысл делаемого не потеряется а, наоборот, только прояснится. Мысль о том, что есть какая-то «локальная» минимизация может зародиться только при неправильном понимании того, что делается на втором этапе. На втором этапе, напомним, появляются локальные матрицы и векторы, на основе которых строятся (собираются) глобальные матрица масс и веткор нагрузки; при этом ни о какой минимизации в пределах одного отдельно взятого конечного элемента нет и речи! Авторы же 4 главы ведут минимизацию в границах одного отдельно взятого треугольного конечного элемента, а затем, на основе этой минимизации пытаются объяснить, как все получается в «глобальном масштабе». Именно в этих уравнениях - (4.174-4.176) - они обращаются с коэффициентом относительной магнитной проницаемости как с константой, из-за чего неправильно получается «правильный» результат. Чтобы результат стал правильным по-настоящему, надо перейти от локальной минимизации (которой на самом деле быть не должно) к «глобальной».

Мы покажем, как обращаются с 
[image: image859.wmf]l

m

 в упомянутом источнике на примере формулы (4.175). При этом мы будем использовать наши обозначения и, чтобы не путать читателей, вместо несуществующей «локальной» минимизации будем вести правильную минимизацию – по всем переменным в предположении, что все они независимые. Итак, производная в «общем виде» - по переменной 
[image: image860.wmf]i
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 будет выглядеть следующим образом:
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Далее продолжать нет смысла.


Повторим, что в источнике [НИКИТЕНКО1999] есть минимизация по каждому отдельному конечному элементу. Перебираются все элементы и всякий раз, когда рассматривается конкретный конечный элемент, вся расчетная область представляется состоящей из одного этого элемента. При этом получается множество «маленьких», «локальных» функционалов. Их в наших обозначениях следовало бы записывать как 
[image: image864.wmf]k

F

. Индекс 
[image: image865.wmf]k

, напомним, - номер конечного элемента. Авторы 4 главы приводят форму, связывающую минимизацию множества «локальных» функционалов и минимизацию «глобального» функционала. Мы тоже приведем эту формулу; при этом нам желательно использовать наши же обозначения. И тут возникает трудность: авторы 4 главы, по сути, ввели только глобальную нумерацию конечных элементов и узлов сетки; локальная нумерация вершин треугольных элементов отсутствует! Аналогично, эти авторы вводят только глобальные базисные функции (они у них названы координатными функциями - смотри стр. 301)! Смотри, например рис. 4.28 на стр. 300 и формулу (4.170). Поскольку минимизация рассматривается авторами на примере «локальной» минимизации, то им потребовалось перенумеровать «глобально» всего три вершины одного треугольного конечного элемента. Причем вместо конкретных номеров они обозначили эти вершины буквами 
[image: image866.wmf]i

, 
[image: image867.wmf]m

 и 
[image: image868.wmf]k

.  Когда дело доходит до рассмотрения «локального» функционала 
[image: image869.wmf]k
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, где имеет место локальная нумерация вершин, то эти вершины обозначаются теми же самыми буквами - 
[image: image870.wmf]i

, 
[image: image871.wmf]m

, и 
[image: image872.wmf]k

! То есть, глобальными номерами! Очевидно, что если «наполнить» эти символы конкретным «цифровым» содержанием, то у нас в лучшем случае найдется лишь один конечный элемент, в котором локальные и глобальные номера будут совпадать. Естественно, в таких условия авторы не ставили вопрос о нахождении соответствия между локальными и глобальными номерами вершин, и не вводили функции 
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(или их аналоги). При этом ничего толком изложить нельзя – даже то, как, по их мнению, из «локальных» минимизаций получается минимизация глобальная; читатель уже видел, насколько важны эти функции при описании сборки. Нам придется проделать недоделанную работу за авторов. Итак, как это ни кажется странным, «локальные» функционалы есть, а локальной нумерации вершин и локальных базисных функций в 4 главе [НИКИТЕНКО1999] нет!

Для точности сделаем замечание: то, что мы условно называем «локальным» функционалом 
[image: image875.wmf]k
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 (и о чем говорим, что его нет!) в [НИКИТЕНКО1999, стр. 303] называется «вклад треугольника (то есть треугольного конечного элемента) 
[image: image876.wmf]k

 в общий функционал 
[image: image877.wmf]F

». Но если внимательно посмотреть на формулы (4.174-4.176), где берутся производные по локальным переменным от этого «вклада», то становится ясно: это ни что иное, как  «локальный» функционал. Как вы понимаете, поскольку такого функционала нет, то он не может вносить никакого вклада. Вклад вносят локальные матрицы масс и векторы нагрузки в глобальную матрицу масс и векто нагрузки.

Теперь, наконец, попытаемся записать формулу (в наших обозначениях). Перед этим, учитывая замечания, введем локальную нумерацию вершин для каждого элемента и локальные базисные функции. Введем столь необходимые функции 
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. Далее распишем более подробно «локальную» систему уравнений – как если бы локальная минимизация в самом деле имела место:
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Здесь, напомним, локальная матрица жесткости зависит от локального вектора неизвестных: 
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. Договоримся также, что (как и в «правильном» случае)  локальный вектор неизвестных формируется по следующему правилу: 
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. Наконец, можно двинуться дальше:
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Здесь 
[image: image884.wmf]T

 - количество треугольных конечных элементов; иначе говоря, авторы 4 главы предполагают суммирование по всем конечным элементам! Именно так!


Внимательно присмотревшись к выражению 
[image: image885.wmf]i

K

a

F

¶

¶

 видно, что в числителе функционал локальный, но дифференцирование происходит по глобальной переменной! Это бессмыслица, но именно такую формулу дали авторы 4 главы. Это и неудивительно – ведь у них, как сказано, локальных неизвестных попросту нет. Похоже, что единственный способ придать этой формуле разумный вид – перейти от глобальной переменной к соответствующей ей локальной и суммирование вести только по тем конечным элементам, для которых функция 
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 имеет смысл, то есть для тех, для которых узел конечноэлементной сетки 
[image: image887.wmf]i

 действительно является вершиной. Мы уже знакомы с множеством таких элементов – это множество 
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. Итак,
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Чтобы двинуться дальше, давайте запишем производные через имеющиеся у нас локальные и глобальные матрицы – ведь в результате мы все равно должны получить систему алгебраических уравнений. Очевидно, 
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Это уравнение содержит указание на то, каким образом следует осуществлять сборку 
[image: image893.wmf]i

-той строки матрицы жесткости и вектора нагрузки.


Для вектора нагрузки выражение получается сразу же (из членов, которые не умножаются на неизвестные):
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Для матрицы жесткости все несколько сложнее:
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Здесь 
[image: image896.wmf]ij

D

 - индекс, связанный с локальными номерами вершин конечного элемента 
[image: image897.wmf]k

.


Из формулы видно, что слева стоят только «глобальные» индексы и неизвестные, а справа имеется «локальный» индекс 
[image: image898.wmf]p

 и локальные неизвестные. Избавимся от локального индекса и локальных неизвестных. Введем для каждого конечного элемента 
[image: image899.wmf]k

  множество 
[image: image900.wmf]k

D

, состоящее из глобальных  номеров узлов, соответствующих локальным номерам вершин элемента 
[image: image901.wmf]k

. Такое множество формируется с помощью функции 
[image: image902.wmf])

,
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G

; при этом 
[image: image903.wmf]p

 просто пробегает все возможные значения. В этом случае мы можем записать:
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Здесь 
[image: image905.wmf]z

 - «глобальный» индекс, пробегающий все возможные значения из 
[image: image906.wmf]k

D

.
Ранее, при описании процедуры сборки матрицы жесткости, мы начинали с того, что рассматривали, как получается  один-единственный элемент матрицы жесткости. В этом уравнении речь идет о целой строке сразу. Это значительно усложняет задачу: нам нужно опять вернуться к одному-единственному элементу; при этом, надо решить, как для следует группировать слагаемые. Ответ на этот вопрос нам уже известен: слагаемые надо группировать так, чтобы каждая группа слагаемых  составляла 
[image: image907.wmf]ij

D

 - это, напомним, множество номеров конечных элементов, для которых глобальные узлы 
[image: image908.wmf]i

 и 
[image: image909.wmf]j

 являются вершинами, лежащими (вместе) на одной из сторон. При этом 
[image: image910.wmf]i

 должно быть «ответственно» за номер строки в матрице жесткости, а 
[image: image911.wmf]j

 - за тот или иной узел, смежный с узлом 
[image: image912.wmf]i

 (при этом, напомним , 
[image: image913.wmf]j

 может быть равно 
[image: image914.wmf]i

).
Чтобы получить правильный, привычный нам ответ, остается только перегруппировать слагаемые в последнем выражении, используя введенные нами множества 
[image: image915.wmf]ij

D

. Для этого нам будет необходимо ввести еще одно множество - 
[image: image916.wmf]i

W

; оно состоит из глобального номера вершины 
[image: image917.wmf]i

 и глобальных номеров всех вершин, смежных с этой вершиной. Итак,
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Введение 
[image: image919.wmf]i

W

 вызвано тем, что выражения 
[image: image920.wmf])
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L

 должны быть «осмысленными» - то, есть  глобальный узел 
[image: image921.wmf]i

 на самом деле должен являться и локальной вершиной конечного элемента 
[image: image922.wmf]k

.
Из полученного выражения видно, что 
[image: image923.wmf]å
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. Если вершины 
[image: image924.wmf]i

 и 
[image: image925.wmf]j

 смежны либо тождественны, то сумма может быть ненулевой; в противном случае данный элемент матрицы жесткости равен нулю. 

Мы получили одинаковые выражения для вычисления матрицы жесткости и вектора нагрузки как при следовании правильным путем, так и неправильным. Видно, что авторы 4 главы, даже следуя неправильным путем, явно поторопились остановиться с выкладками. Из того, что они написали понять что-либо трудно. Напомним, они даже не ввели ни локальной нумерации вершин, ни локальных базисных функций. Такое изложение может только запутать. Напомним читателю, что из того, что мы получили правильный результат, вовсе не следует, что путь его получения был правильный.
Итак, авторы 4 главы [НИКИТЕНКО1999]:
_Для минимизации взяли не тот функционал, который надо; при этом выкладки проводили с ошибкой, почему-то считая магнитную проницаемость в нелинейных средах постоянной.

_Вместо «глобальной» проводили множество «локальных» минимизаций, которых на самом деле быть не должно; иначе говря «минимизация в общем виде», без сборки матриц, изложена ими неправильно.

_Процедуру сборки матриц также изложили неверно, основываясь на «локальных минимизациях». При этом, даже несмотря на то, что идя неверным путем можно было получить верный результат, они остановились на таком месте, с которого дальнейшие выкладки («неправильные») обозреть трудно, если заранее не знать, как нужно действовать правильно.

_«Выбросили» материал о том, что у нас имеется минимизация с ограничениями о том, каким образом эти ограничения надо учитывать, чтобы получился правильный результат.
_Наконец, они даже не упомянули о том, что интегралы, которые они используют при минимизации, есть интегралы Лебега, а не Римана! Это, видимо, вызвано тем, что они рассматривали только «локальную» минимизацию, где этот вопрос можно обойти. Тем не менее, в случае пирамидальных базисных функций (глобальных) мы имеем кусочно-линейную аппроксимацию искомой функции; при взятии производных на границах конечных элементов могут, в общем случае, быть разрывы; интеграл же Римана определяется только для непрерывных функций.
Очевидно, что человек, просто разобравшийся в сборке матриц (даже не реализуя эти алгоритмы на практике! И даже действуя «неправильным» путем!),  просто не смог бы при изложении алгоритма сборки ограничиться написанием формулы
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не вводя при этом ни локальной нумерации узлов, ни локальных базисных функций.


Если  пытаться написать правильно работающую программу, то понимание того, как надо реализовать алгоритм сборки придет «естественным образом». В [НИКИТЕНКО1999] приведено описание программного комплекса для расчета магнитного поля; в этом комплексе должны быть и части, ответственные за сборку матриц. Как и следует ожидать из наличия в учебнике только «лаконичной» формулы
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, автор программы не является одним из авторов данного учебника – его имя дано в сносках.

2.3. Изложение условной минимизации функционала для расчета магнитного поля в монографии «Комбинированные методы моделирования магнитных полей в электромагнитных устройствах»

При изложении минимизации функционала в [КОВАЛЕВ2001] используется оператор 
[image: image928.wmf]a

¶

¶

, который, по сути, представляет из себя ни что иное, как несколько модифицированный оператор Гамильтона 
[image: image929.wmf]Ñ

. Напомним, что в результате действия оператора  
[image: image930.wmf]Ñ

, по нашему соглашению, получается вектор-строка. Если  после применения оператора Гамильтона мы транспонируем результат, то получим в точности то, что дает применение оператора 
[image: image931.wmf]a
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. Итак,
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Это наводит нас на мысль о том, что, по крайней мере для скалярных функций, следует ввести оператор 
[image: image933.wmf]T
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, который действует по правилу 
[image: image934.wmf]T
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 и является просто иной записью оператора 
[image: image935.wmf]a
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 - записью через оператор Гамильтона. Оператор 
[image: image936.wmf]a
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¶

 вполне привычен для механики, но, для избежания путаницы, мы будем использовать «альтернативную» запись этого оператора – либо как 
[image: image937.wmf]T

Ñ

, либо через обычный 
[image: image938.wmf]Ñ

 с последующим транспонированием результата.

Обсудим подробнее, почему мы решили использовать либо 
[image: image939.wmf]T

Ñ

, либо 
[image: image940.wmf]Ñ

 с последующим транспонированием. По аналогии с 
[image: image941.wmf]Ñ

 кто-то может попытаться применить оператор 
[image: image942.wmf]a
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 не только к скаляру, но и к вектору – ведь этот оператор – «брат» оператора Гамильтона.  Вполне понятно, что такое 
[image: image943.wmf]a
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 - это дивергенция 
[image: image944.wmf]a

. Но что такое 
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? По аналогии со случая для скаляра 
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 можно договориться, что 
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, так как при транспонировании скаляра (матрицы размерности 
[image: image948.wmf]]
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) «ничего не происходит». Вполне понятно, что такое 
[image: image949.wmf]a
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 - это ротор 
[image: image950.wmf]a

. Но что такое 
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? Опять придется договариваться. Пусть, как и раньше, 
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. Иначе говоря, если мы договорились, что при векторном произведении векторов у нас получается вектор-столбец, то при 
[image: image953.wmf]a
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 у нас будет получаться вектор-строка (и наоборот).

Кроме того, само обозначение данного дифференциального оператора, если сделать этот оператор применимым к векторам, может легко привести к ошибке:
[image: image954.wmf]a
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 кто-то может начать вычислять по аналогии с 
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 и записать 
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, хотя в этом случае 
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 (равно числу компонент вектора 
[image: image958.wmf]a

), так как это ничто иное, как дивергенция 
[image: image959.wmf]a

.

В связи с этим договоримся, что оператор 
[image: image960.wmf]a
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 будет применяться только к скалярным величинам. Насколько это возможно, мы будем использовать вместо 
[image: image961.wmf]a
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¶

 привычный всем оператор Гамильтона 
[image: image962.wmf]Ñ

, выполняя при этом последующее транспонирование результата, либо 
[image: image963.wmf]T
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.

Проведем минимизацию функционала так, как это делается в [КОВАЛЕВ2001], стр. 20, используя наши обозначения. При этом мы будем все расписывать гораздо подробнее, чем в оригинале. Заметьте, что О.Ф. Ковелев берет для минимизации функционал для линейных сред, в то время, как у нас среда заведомо нелинейная! С таким странным выводом мы уже встречались в [НИКИТЕНКО1999]. Как и в [НИКИТЕНКО1999] О.Ф. Ковалевым минимизируется не глобальный функционал, а некоторый несуществующий на самом деле локальный. Здесь мы будем минимизировать глобальный фукнционал. Итак, имеется исходный функционал ([КОВАЛЕВ2001], формула (1.2))
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Вместо попытки вычислить произвольную компоненту 
[image: image965.wmf]F
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, мы вычисляем сразу все компоненты:
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В вышеприведенной формуле мы «вносим оператор Гамильтона под знак интеграла». При этом – заметьте – происходит переход от обычных интегралов к «интегралам от матриц» - то есть, к особым интегральным операторам, ставящим в соответствие одной матрице другую.

Будем обращаться с 
[image: image967.wmf]Ñ

 как с обычной производной (это надо делать «до определенных пределов» - помните, 
[image: image968.wmf]Ñ

 - это вовсе не обычная производная!):
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Легко видеть, что 
[image: image970.wmf]T
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. Для этого надо расписать произведение векторов как сумму их компонент и взять от этой суммы градиент. Аналогично, 
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Зададимся вопросом: что будет, если в выражении 
[image: image973.wmf]a
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 «двинуть» оператор Гамильтона дальше? Иначе говоря, верно ли выражение 
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? Здесь мы предполагаем, что в данном случае с оператором Гамильтона можно поступить как с обычной частной производной – ведь, как легко видеть, 
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. К таким действиям нас подталкивает и  правило дифференцирования произведения функции на константу: 
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 (мы можем провести аналогию между константой 
[image: image977.wmf]c

 и 
[image: image978.wmf]T
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Легко видеть, что использование таких аналогий приведет к неверному результату: на самом деле  
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, а не полученному ранее результату 
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[image: image981.wmf]N

 - количество компонент вектора  
[image: image982.wmf]a

.) Этот пример иллюстрирует то, что с оператором Гамильтона следует  поступать осторожно. Он, конечно, дифференциальный оператор, но с ним нельзя поступать так, как будто мы берем обычную производную.
Поясним, почему 
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.  Вектор 
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 - это вектор, определенный для каждой точки евклидова пространства  
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 такой, что 
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-тая компонента 
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 равна в «конкретной» точке евклидова пространства 
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[image: image989.wmf]i

-той координате этой точки - 
[image: image990.wmf]i
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 . При взятии дивергенции берутся частные производные по координатам 
[image: image991.wmf]i
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-тым: 
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Как правило, при введении оператора Гамильтона, сразу же предупреждают о тех опасностях, которые таит его использование. В том случае, когда речь не идет о хорошо известных формулах, результаты действий с оператором Гамильтона по образу обычного дифференцирования следует рассматривать лишь как «наводящие соображения» и обязательно выполнять проверку полученного результата.

Вернемся к минимизации функционала. Итак,
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Напомним, что на самом деле «интеграл» берется  от суммы матриц и на самом деле это не привычный интеграл, а интегральный оператор, ставящий по определенному правилу одной матрице другую; 
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 здесь скалярные множители, которые умножаются на вектора-строки 
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 соответственно. Очевидно, вместо того, чтобы транспонировать конечный результат, можно транспонировать вышеупомянутые вектора-строки (при этом знаки транспонирования при этих векторах исчезнут, так как исходные вектора 
[image: image1000.wmf]x
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 будут транспонированы дважды и вернутся в «исходное состояние»):
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Докажем следующее тождество:  
[image: image1004.wmf]a
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. В результате действий в левой и правой частях тождества получаются некоторые вектора-столбцы. Для левой части 
[image: image1005.wmf]i

-тая компонента  вектора-столбца (левого) выражается следующим образом: 
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. Для правой части вычисления несколько более сложные. Выражение
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; компонента этой матрицы 
[image: image1010.wmf]ij

x

Φ

, очевидно, имеет следующий вид: 
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 - индекс строки. Произведение 
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-той строки 
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 на  
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 представляет из себя 
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-тую строку вектора правой части и выглядит так: 
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. Это ни что иное, как иначе записанное уже знакомое нам выражение 
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. Таким образом,  элементы векторов-столбцов левой и правой части исходного выражения совпадают. Следовательно, 
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Аналогично можно доказать, что 
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Подставим найденные нами тождества в уравнение:
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Разобьем интеграл на два и приведем подобные слагаемые-матрицы (при векторе 
[image: image1022.wmf]a

):
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Читатель может спросить: а почему мы решили проверять на истинность именно выражение 
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, а не какое-либо другое? На это есть два ответа: во-первых, нам уже известен ответ. Чтобы получить правильный ответ, необходимо, чтобы соблюдалось именно такое тождество. Во-вторых, поскольку у нас имеется два слагаемых - 
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 - вполне естественно было бы «привести подобные слагаемые».  Единственным одинаковым «множителем» является 
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. Чтобы привести подобные слагаемые, вполне естественно пойти следующим путем: представить 
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 и аналогичные действия выполнить над вторым слагаемым. После этого подобные слагаемые приводятся легко. Простой анализ показывает: чтобы при умножении чего-то на 
[image: image1029.wmf]a

 получался вектор-столбец такой же размерности, как и 
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, необходимо, чтобы это «что-то» было квадратной матрицей 
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. Эта матрица, очевидно, должна получаться из  произведения двух векторов 
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 (при этом мы можем проводить операции транспонирования). Известна лишь  одна подходящее произведение - 
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Нам остается выполнить последнее преобразование. Если бы 
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 было обычным интегралом, то 
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 можно было бы легко вынести как константу. К сожалению, это не так, однако такой аналог подает нам идею: можно попытаться вынести 
[image: image1036.wmf]a

 «из-под знака интеграла». На самом деле, конечно, речь идет о том, чтобы попытаться проверить на истинность тождество
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Здесь, напомним, 
[image: image1038.wmf]S

 - интегральный оператор, ставящий в соответствие одной матрице другую. Отметим, что 
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 - это ни что иное, как уже встречавшаяся нам матрица 
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В конечном счете, слева и справа получаются вектора-столбцы. Запишем выражения для  
[image: image1042.wmf]i

-тых компонент этих векторов и убедимся, что они совпадают.
Для левого вектора результат можно записать сразу: 
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. Перейдем к вектору, получающемуся в левой части. Отметим, что его 
[image: image1044.wmf]i

-тая строка получается от умножения 
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-той строки матрицы 
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. Нужная нам 
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-тая строка имеет следующий вид: 
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. В результате умножения ее на 
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 получим  
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, то есть выражение, аналогичное выражению в левой части. Таким образом, тождество доказано. Перепишем полученный результат, используя тождество:
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Итак, 
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откуда получаем искомую систему алгебраических уравнений
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Это есть ни что иное, как «исходная» система 
[image: image1055.wmf]f
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, только несколько иначе записанная – с использованием «интегралов» от матриц. На основании вышепирведенной системы можно найти выражения для элементов матрицы жесткости и вектора нагрузки:
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Результат совпадает с полученным ранее. Отметим, что выражения для отдельных элементов матриц в [КОВАЛЕВ2001] не приведены.
Напомним, что мы рассматривали линейный случай. Как и в случае с 4 главой [НИКИТЕНКО1999], здесь предполагается, что достаточно рассмотреть линейный случай, а для перехода к нелинейным средам можно считать в полученном результате магнитную проницаемость функцией вектора магнитной индукции.
На мой взгляд, изложение с использованием «интегралов» от матриц и оператора Гамильтона, «вносимого под знак интеграла» (с последующим транспонированием результата) является слишком сложным и мудреным. Непонятно, почему в [КОВАЛЕВ2001] решили пойти по такому пути. Следует заметить, что изложение этого пути в [КОВАЛЕВ2001] отличается такой же «лаконичностью», как и описание сборки матрицы жесткости и вектора нагрузки в [НИКИТЕНКО1999]. Мы приведем (в наших обозначениях) то, как этот вопрос освещен в [КОВАЛЕВ2001] (помните – там описывается не глобальная минимизация, а локальная (множество локальных), которой на самом деле нет):
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[image: image1061.wmf]ò
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И все! Смотри [КОВАЛЕВ2001, стр. 20, ненумерованные преобразования между формулами 1.3 и 1.4].  При этом вместо знака «минус» почему-то стоит «плюс», а 
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 - квадрат скаляра – записывается более сложным путем: 
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 (видимо, в смысле 
[image: image1064.wmf])
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Возможно, такая краткость вызвана тем, что для получения «правильного» результата пришлось бы действовать «неправильно» - то есть, выводя формулы для нелинейного случая, странным образом «явно» считать магнитную проницаемость постоянной. Поэтому слишком подробное изложение привело бы читателя в замешательство.
В результате получается множество уже упоминавшихся «локальных» функционалов 
[image: image1065.wmf]k
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; все они минимизируются. После этого получается множество локальных матриц масс  
[image: image1066.wmf])
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 и векторов нагрузки 
[image: image1067.wmf]k
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.  Так как О.Ф. Ковалев, видимо, считает, что и на самом деле имеется множество «маленьких» локальных минимизаций, то он записывает множество уравнений вида
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(Смотри [КОВАЛЕВ2001], формула (1.4) на стр. 20; при этом почему-то опущена плотность тока 
[image: image1071.wmf]d

).
Далее необходимо осуществить сбокрку глобальной матрицы жесткости и глобального вектора нагрузки. Вот как этот процесс описывается О.Ф. Ковалевым: «Полная система уаравнений образуется путем суммирования систем уравнений (1.4) отдельных уравнений». Иначе говоря, глобальная матрица жесткосит и глобальный вектор нагрузки получаются из множества локальных матриц жескости и векторов нагрузки «путем суммирования». Причем, слова «путем суммирования» следует понимать буквально, то есть:
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При формуле (1.4) таких выражений нет, но то, что имеется в формулах (1.27) там же сомнений не оставляет – именно так и надо понимать слова «путем суммирования»! Читатель видит, что это – явная нелепость. Если количество конечных элементов, на которые разбита область больше, чем один, то в вышеприведенных формулах слева и справа попросту не будут совпадать размерности. Здесь можно сказать только одно: автор, написавший подобную бессмыслицу, попросту не представляет себе, как ведется сборка. Он не писал, по крайней мере, те части своего пакета прикладных программ, которые отвественны за сборку и даже не пытался разобраться в том, как эта сборка осуществляется.

Сформировав таким странным образом то, что выше мы называли «исходная система», автор даже не говорит о том, что необходимо перейти от нее к редуцированной системе, произведя «учет» имеющихся ограничений.

Интересно, как О.Ф. Ковалев пришел к такой странной «схеме» сборки матрицы жесткости и вектора нагрузки? В [КОВАЛЕВ2001] на стр. 19 есть «таинственная» фраза: «В силу свойства аддитивности функционал … возможно определить как сумму по отдельным конечным элементам». Может быть, отсюда? О величине, характеризующей нечто говорят, что она «аддитивная» если ее можно вычислить как сумму соответствующи величин, характеризующих составные части этого «нечто». Проще говоря, аддитивную величину можно выразить интегралом. Когда О.Ф. Ковалев говорит, что функционал аддитивен, он говорит о том, что его (функцонал) можно рассматривать как интеграл по определенной области и этот интеграл можно вычислить как сумму интегралов по подобластям – и больше ничего. С этим не поспоришь. Но из этого факта никак не следуют столь нелепые формулы сборки. Может быть, О.Ф. Ковалев выводит свои схемы сборки и даже само существование несуществующих «локальных» минимизаций из «своего понимания» аддитивности исходного функционала?

3. «Комбинированный метод конечных элементов и вторичных источников»

3.1. Название метода содержит в себе противоречие

«Метод конечных элементов (МКЭ)» заключается в том, что искомую функцию представляют в виде разложения по некоторому конечноэлементному лагранжеву базису. Вот собственно, и все. Но такое представление приближения искомой функции дает заначительную выгоду  - при этом исходную задачу нахождения функции, неизвестной во всей области определения, можно (тем или иным способом) попытаться свести к задаче определения конечного числа коэффициентов разложения.

Сказать только то, что используется «метод конечных элементов» - это значит сказать  мало. Необходимо указать контекст, в котором используется MKЭ – ведь метод граничных элементов (МГЭ) – это тоже, по сути, МКЭ, только в нем функция ищется «на границе» некоторой подобласти, а не в ней самой. В нашем случае «контекстом», в рамках которого упоминается «метод конечых элементов», является либо метод Галеркина в конечноэлементном базисе, либо  некоторый вариационный метод (метод, минимизирующий фукнционал), также использующий конечноэлементный базис для представления искомой функции. Отметим, что метод Галеркина не обязан использовать конечноэлементный базис; это же относится и к вариационным методам.


Метод Галеркина в качестве «отправной точки»
 предполагает наличие некоторой краевой задачи. Как правило, это задача ставится с использованием некоторого уравнения в частных производных. На первом шаге метода Галеркина происходит переход от исходной задачи к этой же задаче, но записанной в «слабой форме» с помощью  интегральных уравнений. К сожалению, в случае расчета магнитного поля с помощью векторного магнитного потенциала у нас имеется «хорошее» уравнение в частных производных только для двухмерной задачи. Вариационный же метод в нашем случае универсален – соответсвующий функционал для минимизации имеется и в двухмерном и в трехмерном случаях. Поэтому далее метод Галеркина в конечноэлементном базисе рассматриваться не бдует.

Замечание. Запись краевой задчи в слабой форме иногда также называют «записью в вариационной форме». В данной работе такая терминология не используется. Мы будем говорить только «слабая форма краевой задачи». Конец замечания.

Замечание. Подробный разбор решения задачи в «слабой форме» немедленно привел бы к необходимости ввода интеграла Лебега, соболевских производных и пространств Соболева (обобщенных производных и гильбертовых пространств), обсуждения того, что  мы понимаем под решением слабой формы краевой задачи и как оно связано с «классическим» решением. Возникнет необходимость рассмотрения того, каким образом надо вести учет граничных условий Дирихле, Неймана и смешанных граничных условий и т.д.  Конец замечания.
Итак, под «МКЭ» будет пониматься вариационный метод, использующий для представления искомой функции конечноэлементный лагранжев базис. Под понятием «вариационный метод» мы подразумеваем именно «вариационный метод» - то есть, минимизацю некоторго функционала, а не решение «слабой формы» краевой задачи.
МКЭ находит решение задачи сразу во всех узлах сетки. Имеются методы, которые находят сначала распределение некоторой величины в ограниенных областях простанства (маленьких по сравнению со всем пространством, для которого производится расчет – например, на определенных поверхностях или в сравнительно малых объемах) и затем, на основе найденного распределения некоторой величины (некоторых величин) ищется решение во всех остальных интересующих нас точках пространства. Таковы, например, упоминавшийся метод граничных элементов (MГЭ) и метод вторичных источников (МВИ). В таких методах и в методах, подобных им, задача сводится к решению некоторого интегрального уравнения. Поскольку в [КОВАЛЕВ2001] МКЭ (более точно – вариационный метод, использующий конечноэлементный базис) комбинируется с МВИ, то мы остановимся сейчас на МВИ подробнее.
В МВИ  необходимо осуществить переход от исходной задачи, в котрой присутсвуют микроскопические источники поля к задаче такой, в которой микроскопические источники поля отсутсвуют, а присутсвтуют только макроскопические. При этом мы переходим также от задачи расчета поля с «обычными» материалами, способными электризоваться и намагничиваться, причем, возможно, нелинейно, к задаче расчета поля в с среде с электрическими и магнитными свойствами вакуума. При переходе дополнительные макроскопические источники поля вводят таким образом, чтобы в задаче, к которой мы переходим, сохранялось некоторое поле, тождественное полю исходной задачи. К сожалению, здесь не идет речь о сохранении тождества всех полей, характеризующих электромагнитное поле. Например, если мы рассматриваем магнитостатическую задачу, то можно сохранить либо 
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, либо 
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, но не оба поля сразу. 

Для того, чтобы осуществить упомянутый переход, необходимо вычислить распределение «дополнительных» источников поля путем решения определенной системы интегральных уравнений (эти интегральные уравнения и составляют «суть» МВИ). Наконец, после того, как необходимое распределение источников поля найдено, мы с легкостью можем выполнить требуемый переход к расчету поля в среде со свойствами вакуума, но с «дополнительными» источниками.
Эти «дополнительные» макроскопические источники поля получили название «вторичных источников». Это же название носит и сам метод.

Поскольку теперь все источники поля (и первичные и вторичные) известны, мы можем найти поле в любой точке «интегрированием по источникам поля».
Ко вторичным «источникам поля», которые остаются в среде со свойствами вакуума относятся следующие: объемные и поверхностные токи, объемные электрические и (фиктивные) объемные магнитные заряды; простые и двойные слои электрических зарядов; простые и двойные слои (фиктивных) магнитных зарядов; простые и  двойные слои токов. И все. Отметим, что все эти источники – макроскопические. В оригинале МВИ микроскопических вторичных источников попросту  НЕТ !
Замечание. «В оригинале» МВИ специально не подчеркивается  то, что все «вторичные» источники – макроскопические. Но он содержит «исчерпывающий перечень» источников, приведенный выше, из которого следует, что все вторичные источники – макроскопические. Конец замечания.
Замечание. Рассмотрим магнитостатическую задачу. При этом, как известно, поле 
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 создается всеми токами, то есть, в 
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 есть две стоставляющие: связанная с микроскопическими токами (молекулярными и «доменными») и макроскопическими токами («обычными» токами проводимости и переноса). Интенсивность микроскопических источников магнитного поля характеризуется вектором намагниченности 
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. Помимо 
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, сушесивует другой вектор, описывающий магнитное поле - 
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. Это вектор специально «формируется» так, что в нем «учитывается» влияние только макроскопические источников (в случае магнитостатической задачи, напомним, 
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; здесь справа стоят макроскопические токи). Между тремя упомянутыми векторами имеется связь
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В простых случаях (которые обычно и рассматриваются в курсе теоретической электротехники) с достаточной степенью точности полагают, что
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где 
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 - коэффициент магнитной восприимчивости, который, вообще говоря, нелинеен.


Из двух последних уравнений легко получить
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Здесь  
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 - это ничто иное, как относительная магнитная проницаемость 
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, а не нелинейной зависимостью коэффициента магнитной восприимчивости.


Конец замечания.

Повторим еще раз – все источники поля в МВИ (точнее говоря после того, как мы применили МВИ) – макроскопические.
К сожалению, у О.Ф. Ковалева «свое» понимание МВИ. Так, в [КОВАЛЕВ2001], стр. 32 читатаем: «Согласно положениям метода вторичных источников … нелинейные свойства сред представляются дополнительными источниками поля – намагниченностью вещества».  

Во-первых, те источники поля, о которых тут говорит Ковалев – это не «намагниченность вещества», а микроскопические источники поля - молекулярные и «доменные» токи. А вектор намагниченности характеризует интенсивность упомянутых источников.

Во-вторых, те «дополнительные источники поля», которыми «представляются нелинейные свойства сред» - это не микроскопические, а макроскопические истончики, перечисленные выше.

И в третьих, говоря более точно, не «нелинейные свойства сред» «представляются» «дополнительными источниками поля», а происходит переход от задачи, в которой присутствуют кусочно-линейные и (или) нелинейные среды, к задаче, в которой имеется только среда со свойствами вакуума, но присутствуют дополнительные макроскопические источники поля, распределение которых таково, что некоторые из полей новой задачи тожедственны соответсвующим полям исходной задачи.

Интересно, что при изолжении МВИ на стр. 12 в [КОВАЛЕВ2001] говорится только о макроскопических источниках поля (поверхностных и объемных магнитных зарядах и поверхностных токах), а микроскопические источники, интенсивность которых харктеризуется вектором намагниченности, не упомянуты. То есть, как бы получается два разных МВИ! Не значит ли это, что О.Ф. Ковалеву все равно – что же представляет из себя «оригинальный» МВИ на самом деле?!
Напомним, что под «МКЭ» можно понимать две отличающиеся вещи – метод Галеркина в конечноэлементном базисе и вариационный метод, использующий конечноэлементный базис. Чтобы отличать эти два разные «МКЭ» будем говорить длаее о «МКЭ(Г)» и «МКЭ(В)» соотвественно. Теперь перейдем к обсуждению того «комбинированного метода», который предложил О.Ф. Ковалев.
О.Ф. Ковалев назвал свой метод «комбинированный метод конечных элементов и вторичных источников», сокращенно – «комбинированный МКЭ-МВИ». При этом он подразумевал «МКЭ(В)-МВИ». Первое недоарзумение, связанное с названием, заключается в том, что если вы скажете просто «комбинированный МКЭ-МВИ», то человек, знакомый с расчетами с помощью этих методов магнитного поля, скорее всего предположит, что имеет место не комбинирование МКЭ(В) с МВИ, а комбинирование МКЭ(Г) с МВИ. Поясним, в чем тут дело. Как было изложено выше, при использовании МКЭ(В) фукнционал минимизируется во всей области (конечной), в которой нас интересует решение, а не в какой-то части области и решение при минимизации, соответственно, находится сразу во всем пространстве. Но если решение по методу МКЭ(В) находится сразу во всем пространсве, то к чему нам вообще нужен МВИ? Чтобы еще раз найти его? Зачем нам при этом определять «вторичные источники», если ответ и так известен через МКЭ(В)? Иными словами, МКЭ(В) «просчитает» сразу все подобласти, не оставив на долю МВИ ничего «неизвестного». Если МВИ комбинируется с МКЭ(Г), то, наверное, будет возможно определить отдельные области, за которые несет ответственность либо только МКЭ(Г), либо только МВИ. Но и здесь нас все равно ждет сюрприз: нам будет необходимо найти все вторичные источники! То есть, тот факт, что какая-то подобласть считается по МКЭ(Г) вовсе не означает, что нам будет необходимо находить меньше вторичных источников, чем при МВИ. Но если надо находить все вторичные источники, то зачем нам вообще нужен МКЭ(Г)? Возможно, впрочем, что комбинирование МКЭ(Г)-МВИ даст эффект в каких-то очень специализированных случаях, но в «общем случае» такое комбинирование выглядит нелепо. Комбинирование же МКЭ(В) с МВИ – двойная нелепость. Здесь О.Ф. Ковалев, видимо, хотел создать что-то по аналогии с комбинированием метода конечных элементов с методом граничных элементов. Методы МКЭ и МГЭ действительно «комбинируются» хорошо. На роль «кандидата» в комбинирование О.Ф. Ковалев выбрал МВИ (вместо МГЭ) и, к сожалению, пришел к такому методу, у которого даже само название звучит странно.
Итак, само название «комбинированный МКЭ-МВИ» звучит нелепо и настораживающее, если под МКЭ (В и Г) и МВИ понимать действительно обычные МКЭ (В и Г) и МВИ. И тут вполне разумно поднять вопрос: «а не понимает ли автор метода под названием «комбинированный МКЭ-МГЭ» что-то свое?». 
3.2. В «комбинированном МКЭ(В)-МВИ» на самом деле нет вторичных 
источников

Если мы внимательно просмотрим введение «комбинированного МКЭ(В)-МВИ» в [КОВАЛЕВ2001], стр. 32-25, то увидим, что конечные элементы там есть, а «вторичных источников» - нет! Нет переформулирования исходной задачи (хотя бы для некоторой подобласти) в задачу для среды со свойствами вакуума, в которой присутствуют перечисленные выше «обычные» «вторичные источники». Под «вторичными источниками» О.Ф. Ковалев понимает, напомним, ни что иное, как микроскопические источники поля (молекулярные и «доменные» токи), интенсивность которых характеризуется вектором намагниченности! Смотри формулы (1.15-1.18) там же. В формуле (1.17), видимо, плотность микроскопичесих источников («вторичных» в терминологии О.Ф. Ковалева) забыли проинтегрировать по площади. Разумеется, микроскопические источники можно назвать «вторичными» в том смысле, что они появляются в результате действия макроскопических источников, которые, в данном случае, осуществляют намагничивание. Но такое название всем привычных микроскопических источников только вводит в заблуждение.
Итак, если какое-то «комбинирование» и имеет место, то метод, более правдоподобно, следовало бы назвать «комбинированный метод конечных элементов и микроскопических источников». Данное «комбинирование», как мы видим, заключается в простом применении формулы 
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 для выражения магнитной проницаемости через вектор магнитной индукции и вектор намагниченности. Вряд ли такую простую подстановку можно назвать «комбинированием методов».
Далее читатель, вероятно, ожидает, что О.Ф. Ковалев все-таки составил какое-то новое уравнение, в котором присутствует в качестве неизветсной функции распределение магнитной проницаемости 
[image: image1091.wmf]J

 и предлагает найти сначала распределение 
[image: image1092.wmf]J

, а затем
[image: image1093.wmf]H

 и 
[image: image1094.wmf]B

. Читатель уже ожидает уравнение для 
[image: image1095.wmf]J

, в котором все остальные величины известны… Например, в [СИЛЬВЕСТЕР1986] решается аналогичная задача; там получается интегральное уравнение Фредгольма II рода. О.Ф. Ковалев, вероятно, вывел какое-то другое уравнение?
3.3. О.Ф. Ковалев забыл привести подобные слагаемые, выполнив «уничтожающие» друг друга подстановки – это и есть суть его метода
Действительность разочаровывает: если мы посмотрим [КОВАЛЕВ2001], стр. 35, формула (1.27), то увидим, что там магнитной проницаемости 
[image: image1096.wmf]J

… попросту нет! Магнитной проницаемости нет, а ситема уравнений подозрительно походит… на аналогичную для нахождения векторного магнитного потенциала. Куда делась 
[image: image1097.wmf]J

? Она могла деться только в одном случае – если, сделав подстановку 
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, О.Ф. Ковалев произел… обратную подстановку, выразив 
[image: image1099.wmf]J

 через 
[image: image1100.wmf]B

 и 
[image: image1101.wmf]H

!  Так и есть. Эта подстановка выполняется на стр. 34 – смотри ненумерованную формулу между преобразованиями (1.22) и (1.23).
Но, спросит читатель, если подстановки «уничтожают» друг друга, то почему же результат – формулы (1.27) - отличен от того, что мы получили, минимизируя функционал без всяких бессмысленных действий? Ответ поражает простотой: автор «комбинированного МКЭ-МВИ» попросту… не привел подобные слагаемые! На самом деле в формуле (1.27) есть описка (описка ли? об этом мы поговорим ниже). Если ее исправить, то неприведенные подобные слагаемые будт видны «невооруженным глазом» и вполне закономерно можно ставить вопрос: что это? Зачем эта нелепость?
Таким образом, и «методом микроскопических источников» этот метод назвать нельзя. Ведь сначала они вводятся, а затем – убираются! Единственное название, которое мне приходит на ум – это «комбинированный метод бесполезных подстановок и неприведения подобных слагаемых» («комбинированный МБПП-МНППС»). Отучтают пользоваться такими методами еще в школе.
Далее мы выведем формулу, аналогичную (1.27), используя открытый О.Ф. Ковалевым комбинированный МБПП-МНППС. Но сделаем это несколо иначе, чем делал сам О.Ф. Ковалев, ибо его вывод слишком путаный и неверный. Сдеалем по этому поводу несколько замечаний.

Во-первых, проекция на конечноэлементный базис выполняется после первой ненужной подстановки (1.15), а вторая ненужная подстановка (смотри ненумерованную формулу между преобразованиями (1.22) и (1.23)) выполняется уже не при самой неизвестной функции, а при ее проекции на конечноэлементный базис. Гораздо логичнее проекцию вектора неизвестных функционала на конечноэлементый базис выполнять тогда, когда преобразования функционала уже завершены, то есть, когда выполнены обе подстановки (и, разумеется, не сделано привдение подобных слагаемых).

Во-вторых, как мы увидим далее, у нас будут выражения вида 
[image: image1102.wmf]x
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, в которых «немая» переменная имеет физический смысл модуля вектора магнитной индукции. О.Ф. Ковалев проводил выводы не так строго и унего вместо этого выражения имеются выражения вида 
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, в которых «немая» переменная, очевидно, имеет физический смысл проекции вектора магнитной индукции на некоторую координатную ось. Правда, не оговаривается на какую, но легко понять, что эта ось должна быть сонаправлена с вектором магнитной индукции, то есть, мы приходим к тому же модулю вектора магнитной индукции. Однако то, что знак модуля явно не записан, запутывает дело. 
Из нашей формулы мы можем получить
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Отсюда сразу видно, что если мы захотим разбить интеграл 
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 на два интеграла (как это сделано у О.Ф. Ковалева), то это надо делать по-разному для разных сред: для диамагнетиков 
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, а для парамагнетиков и ферромганетиков 
[image: image1107.wmf]|
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.  Аналогично, дополнительный трудности возникнут и при обратной подставновке. Мы попытаемся избежать подобного усложнения вывода и сделаем обе подстановки под знаком модуля.
В-третьих, используемая О.Ф. Ковалевым формула (1.24)  неверна, а переход, который в ней делается, попросту ненужен, даже если его записать правильно. Остановимся на преобразовании (1.24) подробнее. Это преобразование предполагает, что, что выполняется равенство
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Если попытаться записать то, что здесь делается внятно, то мы увидим, что это ни что иное, как неправильно и не до конца записанный переход, описываемый ниже.

 Вначале мы имеем 
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 такую, что 
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. Тогда можно записать, что
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Наконец, сделаем подстановку 
[image: image1114.wmf]z
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. При этом нижний предел останется прежним, а верхний изменится на 
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. В результате
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При последнем перходе мы заменили одну «немую» переменную на другую.

Итак,
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x

m

m

x

x

x

m

m

d

d

ò

ò

=

2

0

0

0

0

)

(

~

1

2

1

)

(

1

B

B

.

Заметьте – справа используется 
[image: image1118.wmf])
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, а не 
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– это две разные функции.

О.Ф. Ковалев заимствовал эти преобразования в [CИЛЬВЕСТЕР1986], где они также не были доведены до конца. В последней книге предполагалось, что подобные преобразования упростят получение «конечной» системы уравнений. На мой взгляд, это не так. Рассматривая минимизацию фукнционала, мы легко обошлись без этих преобразований. Кроме того, после того, как минимизация завершена, все равно будет необходимо вернуться от 
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 к 
[image: image1121.wmf])
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, так как 
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 - достаточно непривычная функция. Использование подобных преобразований может окончательно запутать читателя. Кстати, О.Ф. Ковалев не делает никакого различия между этими двумя функциями; именно поэтому формула (1.24) неверна. Кроме того, поскольку преобразавания не были завершены, формула (1.25), в которой берется производная от интеграла по верхнему пределу, выглядит слишком запутанно (в ней подразумевается, что выполнен аналог нашего перехода 
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В-четвертых, при выводе О.Ф. Ковалев использует оператор 
[image: image1124.wmf]a
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, то есть, применительно к нашим обозначениям, 
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, который он вносит под знак интеграла в выражении для функционала (а не распсывает 
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 покомпоненто). Такой способ действий мы уже обсуждали. «Внесение 
[image: image1127.wmf]T
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 под знак интеграла» означает переход от обычных интегралов к интегральным операторам, действующим на матрицы, то есть ведет к появлению «интегралов от матриц». На мой взгляд, это только усложняет вывод. Как и в случае «простой» минимизации (без ненужных подстановок) О.Ф. Ковалев предельно лаконичен при выкладках, когда «работает» 
[image: image1128.wmf]T
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В-пятых (и это главное), после того, как мы уже осуществили минимизацию, результат минимизации функционала «препарировнного» ненужными подстановками и несокращением подобных слагаемых можно записать сразу же, по сути, вообще не выполняя никаких вычислений.
Итак, у нас имеется исходный функционал для минимизации
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Физический смысл немой переменной 
[image: image1130.wmf]x

 в подынтегральном выражении – это модуль вектора магнитной индукции 
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,  а смысл интеграла  
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|

|

|

|

|

|)

(|

|

|

)

(

|

|

0

|

|

0

0

|

|

0

0

B

H

B

B

B

B

B

B

d

d

d

ò

ò

ò

=

=

m

m

x

x

m

m

x

 - плотность энергии, хоторая характеризует, сколько энергии надо затратить, чтобы привести малый объем простанства вокруг точки, в которой берется интеграл, в «конечное состояние» неким привелигированным способом.

Воспользуемся первой составной частью метода бесполезных подстановок и неприведения подобных слагаемых – методом бесполезных подстановок. В соответствии с этим методом, необходимо минимум две подстановки – «прямая», и «обратная», которая уничтожает результаты первой.

Подставим 
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 в выражение для плотности энергии (осуществим первую бесполезную подстановку). При этом мы, заметьте, предполагаем, что 
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 зависит от 
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Теперь надо выполнить вторую подстановку, которая «уничтожит» результаты первой. Из 
[image: image1137.wmf]J
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Здесь мы воспользовались второй составной частью комбинированного метода бесполезных подстановок и неприведения подобных слагаемых – неприведением подобных слагаемых. 

Я думаю, поскольку 
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, нет нужды объяснять, почему
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и почему можно записать



[image: image1142.wmf]|
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В итоге
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Наконец, опять перейдем к «немой» переменной 
[image: image1144.wmf]x

:
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Автор этого комбинированного метода, видимо, еще недостаточно поиздевался над читателем, поэтому продолжим. Давайте сразу же аналитически возьмем интеграл, который прибавляется, а заетем вычитатеся:  
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Подставим найденное выражение в функционал. При этом  он примет следующий вид:
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Сокращений, разуммется, проводить не будем и далее – как того и требует комбинированный метод. Это и есть то «препарирование» исходного функционала, к которое «открыл» О.Ф. Ковалев и которое в дальнейшем наведет его на мысль об его «оригинальной» итерационной схеме.

Здесь мне хочется сделать отступление. Рассматривая минимизацию «без излишеств» мы видели, что О.Ф.Ковалев выбрал в качестве отправной точки рассуждения не тот функционал – функционал для линейных сред, в результате чего ответ пришлось «подгонять».  Здесь функционал выбран правильно – для нелинейных сред. Итак, О.Ф. Ковалев берет два разных функционала для изложения, по сути, одного и того же, и получает одинаковый ответ. Разве это не должно его заинтересовать? Разве не должен он задаться вопросом: какой же функционал «правильный»? Ведь это легко проверить, проделав достаточно простые выводы. Легко убедиться, что функционал для линейных сред дает ошибки при попытке использовать его для нелинейных сред. Можно понять, если бы во всех местах был использван функционал для нелинейных сред. Но почему присутствует сразу два варианта – верный и неверный? Не значит ли это, что О.Ф. Ковалеву попросту все равно – какой из функционалов использовать? И не значит ли это, что он попросту неспособен проделать достаточно простые выкладки, а монографию писал, попросту «надергивая» формулы из разных «умных книг»? Но веренмся…
Напомним, у нас уже достаточно знаний, чтобы сразу же записать результат минимизации данного функционала, не производя никаких вычислений.

Как обычно, выпоняем проекцию вектора неизвестных на некоторый базис, выполняем минимизацию, полагаем, что выбранный базис является конечноэлементным лагранжевым базисом, вводим локальные базисные функции и локальную нумерацию узлов для каждлого конечного элемента и т.д… В результате при минимизации член 
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 функционала приведет к появлению матрицы 
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 (зависящей от вектора неизвестных - 
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Здесь, напомним, 
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 вычисяется «локально». Множество 
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 формируется следующим образом: пусть глобальные узлы 
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 и 
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 лежат на одном и том же «ребре» графа, образуемого конечноэлементной сеткой; тогда 
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 состоит из индексов конечных элемнетов, для которых это «ребро» является также и одной из сторон.


Член 
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приведет к появлению вектора 
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Осталось разобраться с незнакомым нам членом 
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 (на самом деле у нас их два, с разным знаком). Разумеется, чтобы понять, какую матрицу даст этот член, можно действовать «напрямую». Но можно вспомнить, что  
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, то есть, что, по сути мы имеем дело с членом 
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, а это «почти» уже встречавшееся выражение 
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 - только надо положить в нем 
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[image: image1170.wmf]·

K

, такую, что

[image: image1171.wmf]å

Î

·

·

=

ij

D

k

k

k

j

L

k

i

L

ij

K

K

)

,

(

)

,

(

, 
[image: image1172.wmf]ò

+

=

·

k

S

k

q

k

y

p

k

y

q

k

x

p

k

x

k

pq

dS

K

0

m

f

f

f

f

.

В итоге мы придем к следующей системе уравнений:
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Здесь надо заметить, что у О.Ф. Ковалева выражения для локальных матриц имеют другой вид. Мы определяли матрицы, записывая, как будет выглядеть произвольный элемент матрицы. О.Ф. Ковалев определяет локальные матрицы через «интегрирование» других матриц. Мы уже встречались с таким подходом. Чтобы записать результаты в новом виде необходимо ввести (для каждлого конечного элемента) матрицу
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Тогда  можно записать
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Напомним, что у нас уже имеется вектор 
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 и мы можем записать
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Наконец, нам надо вычислить 
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·

K

:


[image: image1180.wmf]ò

=

·

e

S

k

k

dS

0

m

o

K

K

.
К сожалению, записав эти выражения, О.Ф. Ковалев не указывает, как же все-таки будет выглядеть «отдельно взятый» элемент локальных матриц. Мы проделали эту работу самостоятельно.

При проведении вышеизложенных выкладок О.Ф. Ковалев «по традиции» на самом деле ведет минимизацию некоторого «локального функционала». Мы не следовали этим путем. Еще раз напомним: на самом деле НЕТ никаких «локальных» минимизаций и соответствующих им уравнений 
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. Хотя О.Ф. Ковалев, по традиции,  ведет изложение таким образом, будто бы они есть. 
Приведем полученные результаты «компактно». Если не использовать «интегралов»  от матриц (как посупаем мы), то результат запишется так:
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Если используются «интегралы» от матриц, то
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Если мы откажемся от исползования «метода неприведения подобных слагаемых» и все-таки приведем слагаемые, то получим то же, что получили при изложении безусловной минимизации без всяких «изощрений». Это свидетельсвует в пользу того, что преобразования были сделаны нами правильно.

Запишем в наших обозначениях то, что получил, пользуясь «методом бесполезных подстановок и неприведения подобных слагаемых» сам изобретатель метода – смотри [КОВАЛЕВ2001], формулы (1.27) на стр. 35:
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Превая строчка выглядит именно так как вы видели - 
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 стоит минус, а  
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не вычитается. Тем не менее, улучшенный вариант метода – смотри формулу (1.28) там же – говорит о том, что это всего лишь описки. Так что давайте не будем придираться и запишем результат так:
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Как видим, локальные матрицы вычислены правильно, но сборка глобальных матриц на основе локальных ведется неправильным образом. Повторим: если у нас более одного конечного элемента (а сетка из одного конечного элемента – нелепость), то в уравнениях, описывающих процесс сборки, левые и правые части даже будут иметь разную размерность.

Еще раз отметим: такой фантастический алгоритм сборки наводит на мысль, что О.Ф. Ковалев, по крайней мере самостоятельно, не писал важнейшие части своего пакета прикладных программ и не пытался разобраться в том, как работают соответствующие части этого пакета. Человек, который писал сборку глобальных матриц самостоятельно, либо человек, который просто разобрался в том, как она ведется, никогда не посмел бы привести подобные нелепости. Если в книге [НИКИТЕНКО1999] еще как-то можно попытаться «реанимировать» имеющиеся формулы (чем мы и занимались), то эти формулы «реанимации» не поддаются.

Далее О.Ф. Ковлаев проделывает еще один странный и нелепый шаг: не осуществив переход к полной системе и последующую редукцию полной системы, он сразу начинает итерационный процесс, используя «исходную» систему! То есть, он поступает так, как будто бы имеет место безусловная минимизация, хотя на самом деле она условная! Мы не можем двигаться «так быстро». Итак, из исходной системы мы получаем полную, а из полной - редуцированную:
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Теперь надо заняться тем, чтобы подобрать для ее решения подхдящую итерационную схему.

Как видите, мы применяем «метод несокращения подобных слагаемых» до самого численного решения полученной системы!

ДАЛЕЕ БУДЕМ ПОДРАЗУМЕВАТЬ, ЧТО РЕШАЕМАЯ СИСТЕМА – РЕДУЦИРОВАННАЯ И ЗНАЧОК «r» В ИНЕДЕКСЕ ПРИ МАТРИЦАХ И ВЕКТОРАХ ПИСАТЬ НЕ БУДЕМ.
Итак, нам необходимо решить (редуцированную) систему

[image: image1221.wmf]f

a

a

K

K

K

=

+

-

·

·

))

(

(

.

Помните, что согласно изложению О.Ф. Ковалева надо «забыть» сделать переход к редуцированной системе! Может быть, О.Ф. Ковалев самостоятельно не писал и код, ответственный за редукцию системы, а, как говорилось, заимствовал программу, которая делала эту операцию тихо и незаметно для него?!
3.4. К итерационной схеме, предложенной О.Ф. Ковалевым, можно придти более естественными путями, чем бесполезные подстановки и неприведение подобных слагаемых

Для решения системы 
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 О.Ф. Ковалев предлагает использовать вариант метода итераций. В общем виде метод итераций для решения системы 
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. Этот метод использует так называемые «последовательные приближения». Перед тем, как запустить итерационный процесс, нам необходимо записать систему, эквивалентную исходной, в виде 
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. О.Ф. Ковалев предлагает сделать следующий переход к системе 

вида 
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Итак, мы переходим к уравнению
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И организуем итерационный процесс по правилу
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Перепишем это же несколько иначе (О.Ф. Ковалев это преобразование не выполняет!):
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Это и есть «новая» итерационная схема, предложенная Ковалевым. Человеку, знакомому с методом Ньютона и квази- методами Ньютона здесь все настолько ясно, что дальше и говорить не о чем: это квази- мтеод Ньютона для решения системы 
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, полученный из модифицированного метода Ньютона с помощью аппроксимации якобиана вектор-функции 
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 (впереди стоит знак минус – он нужен) с «отключенными» средствами глобализации сходимости. Пытаться удивить этим – это все равно, что требовать себе награды за открытие того факта, что «все мы говорим прозой». Квази- методы Ньютона, различные варианты метода итераций и их связь между собой будут рассмотрены далее.

Вместо такого простого перехода, когда все становится ясно (в том числе и то, каким же дожна быть матрица 
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, чтобы сходимость была наилучшей при заданных требованиях к сложности вычисления матрицы, аппроксимирующей якобиан), О.Ф. Ковалев выполняет другой переход – он вводит матрицу 
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после чего организует итерационный процесс
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.
При этом, он так и не дает ответа на вопрос: какой же должна быть матрица  
[image: image1238.wmf]·
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?
Как неявно следует из работы Ковалева [КОВАЛЕВ2001], к сложности вычисления 
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 выдвигаются следующее требования: вычисление 
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 не должно быть существенно сложнее вычисления матрицы жесткости 
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. Квази- методы Ньютона сразу же давют ответ на то, какова же должна быть 
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: матрица 
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 должна равняться матрице 
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, то есть матрице жесткости, вычисленной для начального приближения 
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Как видим, нам незачем использовать «комбинированный метод бесполезных подстановок и неприведения подобных слагаемых» вообще! Достаточно получить не нелепую систему 
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, редуцировать ее, после этого вообще забыть о какой-либо связи системы 
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 (здесь она редуцированная; по договоренности индекса «r» писать не будем) c  тем, как она была получена (может быть, она вообще – пример, не имеющий никакой связи с реальностью) и затем начать решать ее указанным квази- методом Ньютона
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то есть  решать, опираясь только на знания в области численных методов решения систем нелинейных алгебраических уравнений.

В дальнейшем мы увидим, что  итерационная схема 
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 легко может быть получена не только как квази- метод Ньютона, но и как вариант метода итераций (не «метода простых итераций», а более общего «метода итераций»).  
Как было сказано, чтобы прийти к итерационной схеме, предложенной О.Ф. Ковалевым, не нужно строить ситему 
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, а достаточно обычной системы  
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. Иначе говоря, О.Ф. Ковалев пришел к итерационной схеме 
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 не оттого, что он пытался сознательно построить определенный квази- метод Ньютона или определенным вариант метода итераций, а потому, что попросту… «забыл» привести подобные слагаемые, выполнив уничтоающие друг друга подстановки. Тут, правда впору усомниться – действительно ли он пришел к схеме 
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 случайно  из-за незавершения преобразований или он проводил рассуждения специальным образом так, чтобы тот факт, что предложненная им итерационная схема – всего лишь хоршо известный квази- мтеод Ньютона (или, что то же самое, вариант метода итераций) как можно меньше бросался в глаза.

Еще раз отметим – О.Ф. Ковалев не дает ответа на вопрос каков же должне быть оптимальный (при заданных затратах ресурсов на его вычсисления) 
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. Почему? Потому, что О.Ф. Ковалев этого не знает или потому, что скажи он, что надо брать в качестве 
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Вернемся к 
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. О.Ф. Ковлев, как сказано, не сообщает, какова же должна быть эта матрица в общем случае – когда имеется произвольная система нелинейных алгебраических уравнений 
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, безотносительно того, какова же была история ее получения. Вместо этого он дает лишь определенные рекомендации по выбору 
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 на тот случай, если решалась задача расчета статического магнитного поля. Иначе говоря, предложенная итерационная схема даже не рассмотрена в «общем случае»! Это поистине удивительно. Каковы же рекомендации по выбору 
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? А вот какие (мы переписываем формулы, задающие сборку 
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При этом, как пишет О.Ф. Ковалев в [КОВАЛЕВ2001], стр 36: «Так как это поле является сильно отличающимся от истинного решения, то сходимость может оказаться неудовлетворительной». Под «этим полем» здесь подразумевается вектор 
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, который следует сделать как можно более близким к решению системы. «Сильно отличается» - это еще слабо сказано! Ведь при вычислении 
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 мы заменям магнитную среду (в том числе ферромагнитную -  с относительной магнитной проницаемостью в десятки тысяч) … вакуумом с проницаемостью, равной единице! Поэтому неудивительно, что «сходимость может оказаться неудовлетворительной». Удивительно будет, если она окажется удовлетворительной!

Итак, О.Ф. Ковалев дает лишь рекомендации по выбору 
[image: image1268.wmf]·
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 для расчета статического магнитного поля и при этом признает, что «сходимость может оказаться неудовлетворительной». А при наличии ферромагнетиков она, следует ожидать, таковой и будет. Иначе говоря, ценность таких рекомендаций – ноль. Для «общего случая» можно попросту можно скзать, что 
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 - это «некоторая матрица»; а если мы рассчитываем  магнитное поле – то можно еще добавить, что когда мы берем 
[image: image1270.wmf]ò

=

·

e

S

k

k

dS

0

m

o

K

K

 и присутствуют ферромагнитные материалы, то следует ожидать плохой сходимости. Хороши рекомендации! 

Это и есть метод расчета статического магнитного поля на основе минимизации фукнционала, предложенный О.Ф. Ковалевым.

Мы несколько видоизменим этот метод.


Итак, мы имеем систему
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Представим  
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где 
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 - некоторая постоянная матрица, а 
[image: image1275.wmf])

(

a

K

v

 - «переменное дополнение» 
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 мы будем понимать ни что иное, как 
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Итак, предложенное О.Ф. Ковалевым уравнение для организации итерационного процесса можно записать в виде
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Такую запись мы будем использовать в дальнейшем. Соответственно, итерационная схема запишется следующим образом:
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Вы снова видите – чтобы получить такую схему  не надо «мучиться» с «методом бесполезных подстановок и неприведения подобных слагаемых». Достаточно минимизировать функционал, перейти к полной системе и редуцировать ее. Далее, для вполне обычной редуцировнной ситемы (индекс, напоминающий о том, что система – редуцированная не пишем)
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Следует выполнить разложение 
[image: image1286.wmf])

(

)

(

a

K

K

a

K

v

c

+

=

и разрешить систему относительно 
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, в результате чего получается та же самая система
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и, соответственно, тот же самый (только несколько иначе записанный) итерационный процесс
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Итак, предложенный О.Ф. Ковалевым «новый» «комбинированный метод конечных элементов и вторичных источников», грубо говоря, не имеет никакого отношения ни к конечным элементам, ни к вторичным источникам – даже в том странном понимании вторичных источников, которое предложил автор метода (он называл вторичными источниками микроскопические источники). Этот метод полностью относится к области численных методов решения систем нелинейных алгебраических уравнений.

Таким образом, следует отделить «бузину в огороде» от «дядьки в Киеве». Повторим: все, написанное О.Ф. Ковалевым про минимизацию функционала для расчета статического магнитного поля попросту не нужно, так как метод, предложенный им, целиком отсносится к численным методам и может рассматриваться безотносительно того, как была получена исходная система 
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. Именно так – система 
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, а не система с неприведенными подобными слагаемыми, которая выглядит анекдотично.
3.5. Улучшение «постоянной» матрицы (прекондиционер), предложенное О.Ф. Ковалевым не годится для «общего случая»


Далее мы рассмотрим улучшение исходного метода, предложенное О.Ф. Ковалевым для расчета магнитостатических задач.
Формулу
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можно записать так
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Член 
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 можно рассматривать как некое начальное приближение 
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, которе корректируется в ходе итерационного процесса. Так О.Ф. Ковалев и делает. Иначе можно сказать, что 
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 следует рассматривать как некоторе 
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. О.Ф. Ковалев предлагает  подобрать 
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  было близко к решению, в идеале – чтобы 
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 и было решением. Тогда коррекция, за которую ответственен второй член правой части 
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 будет минимальна (если 
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 - решение, то, очевидно, 
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  и мы получим решение за один шаг). Если требуется маленькая коррекция, то логично ожидать, что она будет выполнена за меньшее число шагов. 

Внимание! Хотя О.Ф. Ковалев говорит примерно то, что вы прочитали в предшествующем абзаце, однако, он не говорит о том, что, найдя нужную матрицу 
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, необходимо стартовать с 
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, предварительно вычислив его! Это странно. Таким образом, следует различать начальное приближение, с которого стартует итерационный процесс, и некий вектор, который мы могли бы вычислить  как 
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. На самом деле Ковалев вычисляет, основываясь на эвристическом правиле, приведенном ниже, только 
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, а затем стартует, скажем, с нулевого начального приближения. Полное непонимание того, что происходит! Правда, как вы видите, если стартовать с нулевого начального приближения, то на первом же шаге мы придем к «
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a

», то есть, тепрерь, к «
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». Но мы не обязаны стартовать с нулевого начального приближения (хотя это и широко распространено, когда неизвестно, «откуда начать»)! А с какого же начального приближения надо стартовать, если мы таким образом вычислили 
[image: image1310.wmf]c
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 Ковалев не говорит!
Помните про это, когда мы обсуждаем предложенное им улучшение.
Итак, для подбора близкого к решению начального приближения 
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 необходимо, хотя бы приблизительно представить, каким будет 
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. Зная это, мы можем легко вычислить 
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 и тем самым решим задачу поиска подходящего начального приближения и соответствующего 
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 (отметим, что 
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  рассматривается в рассуждениях О.Ф. Ковалева  всего лишь как некое 
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Еще раз подчеркнем: Ковлаев вычисляет только 
[image: image1317.wmf]c
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, а стартует с произвольного начального приближения.


Приведем цитату, в которой описывается эвристика для определения. 
[image: image1318.wmf]c
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.  В [КОВАЛЕВ2001] на стр. 36-37 приводится улучшение метода для случая расчета магнитостатического поля. На стр. 36 О.Ф. Ковалев толкует то, что он делает, в терминах «уменьшения вторичных источников» в правой части уравнения. Но, во-первых, мы такую терминологию отбросили как несоответствующую действительности, а, во-вторых, давно пора отказаться от «истории» того, как была получена система уравнений и говорить в терминах обычных численных методов. Так что здесь мы про «вторичные источники» упомнинать больше не будем. Далее на стр. 37 пишется: «Известно…, что оптимально спроектированная электромагнитная система в большинстве случаев отвечает условию 
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… Таким образом, если при построении системы уравнений нелинейная среда характеризуется параметром 
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, а не 
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, то начальное (линейное) приближение решения будет соостветствовать оптимальному магнитному режиму электромагнитной системы. При таком построении алгоритма расчет идеально спроектриованной системы будет выполнен за первую же итерацию. В реальных случаях в силу распределенности характеристик поля строго выполнить условие идеальности не представляется возможным и спомощью вторичных источнков будет выполнена коррекция неидеальности».


Попытаемся сказать это же более ясно: как правило, разработчики проектируют электромагнитные устройства так, что они работают «на колене кривой намагничивания», то есть ферромагнитные материалы при работе устройства имеют магнитную проницаемость, соответствующую «колену» кривой намагничивания,  которая описывает зависимость 
между векторами магнитной индукции и напряженности магнитного поля. Мы можем надеяться на то, что рассчитываемое нами устройство также будет удовлетворять этому правилу (хотя бы приблизительно). Таким образом, мы можем сделать предположение о том, какова же будет магнитная проницаемость в каждом из конечных элементов (она будет приблизительно на колене кривой намагничивания, если проектировщик сработал хорошо), а, следовательно, мы можем собрать матрицу 
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, а затем определить, какому 
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 эта матрица соовтетствует по формуле 
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. Напомним, 
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 при этом рассматривается как некоторое 
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. Поступая таким образом для определения 
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, мы, очевидно, выполняем линеаризацию задачи (смотри рис. 1.5б на стр. 36 [КОВАЛЕВ2001]; здесь ведутся рассуждения об «энергии вторичных источников», но на самом деле это – ни что иное, как линеаризация).

О.Ф. Ковалев предлагает брать в качестве магнитной проницаемости, на которую, как ожидается, спроектировано устройство, максимальную магнитную проницаемость - 
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Тут, однако, нас поджидает неудача: метод надо изложить надо так, чтобы он годился для «общего» случая. А в общем случае мы не можем надеяться на то, что нам заведомо будет известно что-либо такое, из чего мы можем найти «хорошее» начальное приближение способом, описанным О.Ф. Ковалевым. То есть, при расчете магнитостатической задачи мы, вообще говоря, не можем предполагать, что все ферромагнетики будут иметь магнитную проницаемость «где-то на колене кривой намагничивания». Таким образом, при обсуждении «общего случая» мы не можем надеяться на разработанное улучшение – даже когда мы имеем дело с системой уравнений, полученной для решения магнитостатической задачи.


Итак, в общем случае, при решении магнитостатической задачи, поскольку 
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 рассматривается О.Ф. Ковалевым всего лишь как некоторое 
[image: image1330.wmf])
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, а не как аппроксиация якобиана, в рамках метода, предложенного О.Ф. Ковалевым о 
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, можно сказать только одно:  это просто матрица, полученная  следующим образом: 
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 - некоторый вектор, а какой – точно неизвестно. В случае магнитостатчиеской задачи можно сказать также, что 
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 - матрица линеаризованной задачи, в которой предполагается, что каждый конечный элемент имеет свою постоянную магнитную проницаемость – от минимиальной до максимальной, которая «предусматривается» средой. Какая же проницаемость должна быть, чтобы процесс сходился наилучшим образом (при заданных «вычислительных ресурсах» для определения 
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) – неизвестно.

Далее улучшение, предложенное О.Ф. Ковалевым, будет рассмотрено как прекондиционер – то есть, как алгоритм выбора начального приближения, более подробно. 
3.6. Окончательная формулировка численного метода, предложенного О.Ф. Ковалевым (с некоторыми изменениями) для «общего случая»
Пока же мы можем записать «метод Ковалева» для решения «обычной» системы 
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 для «общего случая» таким образом: если у нас имеется система нелинейных алгебраических уравнений 
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, то надо ввести представление («расщепление») матрицы 
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 - неизвестно какая «постоянная» матрица, и организовать итерационный процесс
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В частном случае (заметьте – сейчас мы предполагаем это только как частный случай, то есть, возможны и другие способы получения 
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 можно получать следующим образом: 
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 - некоторый вектор неизвестных.
Отметим еще раз: в предложенном методе неизвестно, какова дожна быть 
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 для того, чтобы сходимость метода была оптимальной; равным образом, если мы решили формировать 
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 по правилу 
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, нам неизвестно, каким же должен быть оптимальный с точки зрения сходимости 
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 Метод налагает ограничение на сложность вычисления 
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:  она должна быть на уровне сложности сборки матрицы жесткости 
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Вышеприведенное определение имеет место для «общего случая». Если система 
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 получена при минимизации функционала энергии для решения нелинейной магнитостатической задачи с использованием конечноэлементного лагранжева базиса, то матрицы и векторы  будут иметь следующий вид:
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Здесь 
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 - это некоторое (неизвестно какое) распределение магнитной проницаемости над конечным элементом 
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. При этом в каждой точке конечного элемента 
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 может принимать значение от минимального до максимального для данной среды. 
[image: image1371.wmf]k

m

 можно представить в виде функции некоторого распределения 
[image: image1372.wmf]B

 над данным элемнетом (то есть, по сути некотрой функции «локального» вектора неизвестных). 
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 не обязательно должна быть константой для данного конечного элемента.
Заметим: совсем неочевидно, что 
[image: image1374.wmf]k

m

, сконструированные таким образом (когда 
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 принимает занчения из диапазона от минимального до максимального для среды конекретного конечного элемента), приведут к получению оптимальной с точки зрения сходимости матрицы 
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: матрица 
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 «в идеале» должна быть якобианом, а для вычисления якобиана надо брать частные производные в точке начального приближения. 

Напомним еще раз:  создатель этого метода так и не указал правильно, как же надо собирать матрицы и вектор нагрузки; здесь мы исправили этот недостаток. Кроме того, он забыл указать, что после сборки матриц необходимо перейти к полной системе и осуществить ее редукцию. В результате получится система 
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 в которой все матрицы и векторы будут «редуцированными». То есть, ко всем матрицам и векторам следует, в соостветствии с нашими обозначениями, приписать индекс «r». 
Далее (мы продолжаем изложение метода) редуцированную систему 
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 необходимо переписать в виде, удобном для использования «метода последовательны приближений»
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и, наконец, организовать итерационный процесс
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Еще раз напомним: теперь мы имеем дело с матрицами и векторами редуцированной системы.

На этом мы закончим формулирование метода, предложенного О.Ф. Ковалевым. Как видно, мы записали его несколько иначе, чем этот делал автор, но суть осталась той же. Записывая метод иначе, мы «отделили» метод от «истории» того, как формируется исходная система уравнений и показали, что не имеет смысла проводить «странную» минимизацию, при которой делаются бессмысленные подстановки, а подобные слагаемые не сокращаются. Как видит читатель, для изложения сути метода нет смысла обращаться ни к методу конечных элементов, ни к методу вторичных источников.

Сформулировав таким образом метод, мы все-таки должны ответить на вопрос: а какой же должна быть 
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, чтобы сходимость была оптимальной (при заданных ограничениях на сложность вычисления 
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)?. Этому вопросу посвящена следующая часть настоящей работы, в которой предложенная итерационная схема рассматривается с точки зрения квази- методов Ньютона и различных вариантов метода итераций.


3.7. Замечания


Когда мы записываем систему 
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, а затем переносим 
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 в правую часть и получаем
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то мы говорим, что просто готовимся записать исходную систему в виде, удобном для организации итерационного процесса. Иначе говоря, наши действия имеют отношение исключительно к области численных методов, а не к области построения математической модели.


Когда аналогичным образом поступает О.Ф. Ковалев, то он говорит, что при этом меняются источники поля! (Появляются «вторичные источники».) Иначе говоря, он утверждает, что при переносе слагаемого в правую часть уравнения меняется математическая модель. Это достаточно странное утверждение. Если идти таким путем до конца, то следует признать, что математическая модель меняется и на каждом шаге итерационного процесса: ведь матрица 
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 - своя для каждого шага. Заметьте –  здесь мы фактически имеем дело с результатами «алгебраизации» математических моделей. Чтобы получить сами математические модели для каждого шага, необходимо воостановить их по результатам  алгебраизации (которая подразумевает аппроксимацию), а это, из-за того, что мы имеем дело с аппроксимацией, можно сделать неединственным образом.

Понятно, что математическая модель нам нужна только одна (в нашем случае это попросту исходный функционал). После ее получения мы  выполняем алгебраизацию уравнений, описывающих эту модель и получаем ситему нелинейных алгебраических уравнений (без несокращенных слагаемых!). Затем с этой системой «разбираются» численные методы.
Мнение О.Ф. Ковалева о появлении новых источников поля, приведнное выше, очень странно.

И в конце еще одно замечание. Мы видим, что добавление слагаемого и его последующее его вычитание образует, по мнению О.Ф. Ковалева новый метод. О.Ф. Ковалев добавлял и вычитал слагаемое, «связанное с расчетом магнитного поля». Но соверешнно очевидно, что это может быть слагаемое, вообще никак не связанное с расчетами магнитного поля. Пусть, например, при вычислении слагаемого, которое добавляется, а затем вычитаестя, использовалась постоянная Планка и преобразования Лоренца. Мне хочется спросить читателя: образует ли добавление и вычитание такого слагаемого новый метод – «комбинированный квантово-реляционный метод конечных элементов»? И сколько «комбинированных» методов можно создать таким образом?
4. Метод Ньютона и квази- методы Ньютона. Метод итераций и его варианты

4.1. Представление якобиана (
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) через оператор Гамильтона (операторы 
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При изучении теории поля, после того, как дано определение градиента, дивергенции и ротора, как правло, вводят оператор Гамильтона 
[image: image1394.wmf]Ñ

, с помощью которого удобно представлять взятие градиента, дивергенции и ротора в декартовой системе координат. Кроме того, «квадрат» оператора гамильтона в декартовой системе координат равен оператору Лапласа. В этой привычной всем области оператор Гамильтона действует либо на скалярную функцию (получаем градиент скалярной функции), либо на вектор; в последнем случае – либо по правилу скалярного умножения вектора на вектор (получаем дивергенцию вектора), либо по правилу вектороного произведения векторов (получаем ротор вектора). 


В области, связанной с изучением метода Ньютона и квази- методов Ньютона, оператору Гамильтона находится еще одно применение – здесь, по сути, вводится опреация взятия градиента от вектор-функции; эта операция, как вы догадались, также может быть записана с помощью оператора Гамильтона. Упомянутая операция – ни что иное, как всем известное взятие якобиана от вектор-функции.
Представление якобиана как «градиента» вектор-функции

Пусть у нас имеется функция 
[image: image1395.wmf]r

, зависящая от переменных 
[image: image1396.wmf]j
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, из которых можно образовать вектор-столбец 
[image: image1397.wmf]a

. Тогда сокращенно можно записать: 
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. Как обычно, градиент  
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 будем обозначать 
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. Напомним, что по используемой нами договоренности все векторы, если явно не оговорено иное, суть вектора-столбцы; при этом мы особо оговрили, что  градиент функции – это вектор-строка.

Образуем из малых приращений 
[image: image1401.wmf]j
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 вектор 
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C учетом введенных обозначений полный дифференциал 
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 в точке 
[image: image1404.wmf]a

 запишется следующим образом:
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Пока мы не сделали ничего особенного – мы просто записали выражение для полного дифференциала  в точке 
[image: image1406.wmf]a

 в «векторной» форме.


Что будет, если вместо 
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 у нас будет вектор-функция 
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 и нам захочется вычислить ее «полный дифференциал»? Под полным дифференциалом  
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, который мы будем обозначать 
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, очевидно, следует понимать вектор-столбец полных дифференциалов 
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Зададимся вопросом, какова должна быть матрица, чтоб после умножения на нее справа вектора 
[image: image1413.wmf]a
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 мы получили в результате 
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? После недолгих раздумий становится понятно, что 
[image: image1415.wmf]i

-тая строка такой матрицы должна состоять из компонент градиента функции 
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. В символической форме этот факт можно записать следующим образом:
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Здесь 
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, как следует из вышесказанного, символически представляет не отдельный элемент вектора-столбца размерности 
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, а целую строку матрицы размерности 
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«Символически» матрицу 
[image: image1424.wmf]A

 можно рассматривать как результат действия оператора Гамильтона на вектор-функцию, но не по правилу взятия дивергенции, а по правилу, похожему на взятие градиента: 
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Итак, мы вводим новую операцию – взятие градиента от вектор-функции, используя для обозначения этой операции оператор Гамильтона 
[image: image1426.wmf]Ñ

. Как известно, вектор есть частный случай вектор-функции; если вектор-функция – обычный вектор, то его компоненты при вращении системы координат должны преобразовываться по определенным правилам. Как видим, очень легко запутаться, каким же образом должен действовать оператор Гамильтона на вектор или на вектор-функцию – по правилу взятия градиента (разработанному нами сейчас), или по правилу взятия дивергенции. В простейшем случае, чтобы понять с чем мы имеем дело в том или ином уравнении – с матрицей или со скаляром – может быть вполне достаточно простого анализа размерностей. Тем не менее, все равно легко запутаться.  Договоримся, что когда мы берем градиент от вектор-функции, то над оператором Гамильтона будем ставить «черточку»: 
[image: image1427.wmf]Ñ

. Оператор 
[image: image1428.wmf]Ñ

 действует на непосредственно стоящую за ним вектор-функцию (либо выражение в скобках, которое дает вектор-функцию). В результате действия оператора на вектор-функцию размерности 
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 получается матрица размерности 
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С учетом введенных обозначений можем записать:
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Если мы распишем покомпонентно матрицу 
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, то увидим, что она – ничто иное, как якобиан 
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Мы пришли к тому, что якобиан (от вектор-функции) можно представить в виде градиента вектор-функции, а вычисление якобиана можно «естественным образом» символически обозначать действием оператора Гамильтона на упомяутую вектор-функцию:
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Часто бывает необходимо выполнить обращение якобиана, то есть, найти матрицу, обратную якобиану (в конкретной точке). Вычисление якобиана с его последующим обращением обозначают следующим образом: 
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. Применительно к введенной операции 
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, операцию вычисления якобиана и его последующего обращения по аналогии будем обозначать 
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Обозначения взятия якобиана через оператор Гамильтона позовляет обойтись меньшим числом скобок, которые «загромождают» выражения.

Представление взятия гессиана (хессиана)  как действия «оператора Гамильтона в квадрате» (
[image: image1439.wmf]T
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).
 При проведении неограниченной минимизации функционала с помощью метода Ньютона удобно ввести операцию взятия «гессиана» (или «хессиана», в зависимости от того, как это слово предпочитают произносить) от функции («скалярной»). В нашем случае, когда в результате действия оператора Гамильтона на скалярную функцию мы получаем градиент функции, записываемый как вектор-строка, гессиан – это якобиан транспонированного градиента функции.
Минимизируемый функционал будем обозначать символом 
[image: image1440.wmf]F

. Взятие гессиана от 
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 обозначают 
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Используя оператор Гамильтона, это же можно записать так:
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Введем в дополнение к оператору 
[image: image1445.wmf]Ñ

оператор 
[image: image1446.wmf]T
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, который действует следующим образом:
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При этом заранее оговоримся, что 
[image: image1448.wmf]T

Ñ

, в отличие от 
[image: image1449.wmf]Ñ

, действует  только на скалярные функции. Иначе говоря, 
[image: image1450.wmf]T
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 - это оператор взятия градиента от скалярной функции с последующим транспонированием результата. В предыдущих главах обсуждались вопросы, связанные с «расширением» действия этого оператора на вектор (скалярным и векторным «умножением» этого оператора на вектор); чтобы не умножать трудностей введением таких операций и не вносить путницу с аналогичными действиями оператора 
[image: image1451.wmf]Ñ

, давайте договоримся, что 
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 действует только на скалярные функции.
С учетом нового оператора можно записать:
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Будем обозначать оператор 
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 символом 
[image: image1455.wmf]T
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. Здесь можно провести аналогию с «квадратом» оператора Гамильтона 
[image: image1456.wmf]2
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, который есть ни что иное, как оператор Лапласа 
[image: image1457.wmf]D

 (разумеется, в декартовой системе координат). Условно можно сказать, что оператор 
[image: image1458.wmf]T
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 - это «иначе вычисляемый» квадрат оператора Гамильтона. Здесь двойка в индексе «намекает» на «квадрат» (то есть на то, что необходимо применять оператор Гамильтона дважды), а 
[image: image1459.wmf]T

 - на необходимость транспонирования после первого применения оператора. Черточка напоминает нам, что второй раз оператор Гамильтона действует на вектор-функцию по правилу «взятия градиента».
Более простое написание введенных операторов

Вообще говоря, используя сокращения, вместо 
[image: image1460.wmf]Ñ

 можно писать просто 
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, а вместо 
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 просто 
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; при этом, разумеется, необходимо следить за контекстом, чтобы не спутать первый оператор с привычным оператором Гамильтона (для которого не рассматривается его действие на вектор-функцию по правлиу взятия от нее градиента), а второй оператор – с оператором Лапласа.
Итак, можно писать:
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Повторим: такое применение оператора Гамильтона имеет узкую область использования – рассмотрение метода Ньютона и квази-методов Ньютона, так что всегда можно понять, о чем идет речь.

Замечание. Можно договориться, что якобиан берется не от вектора-функции-столбца, а просто от  упорядоченного набора функций, то есть, в том числе и от вектора-функции-строки. Поскольку важно упорядочивание, а не то, горизонтально или вертикально оно выполнено, то можно также договориться, что 
[image: image1466.wmf]Ñ

, при применении его к вектор-функции-строке вначале автоматически транспонирует ее. В этом случае, поскольку «черточка» над оператором Гамильтона – всего лишь «напомнинание», 
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4.2. Метод Ньютона для систем уравнений
Вернемся к формуле полного дифференциала для скалярной функции:
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Предположим, что 
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 в точке 
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 не нуль. Насколько нам нужно сдвинуться с точки 
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 (какой должен быть 
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? Используя вместо дифференциалов приращения можно получить следующее уравнение для определения  
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. Для приближенного определения 
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, очевидно, необходимо прирванять правую часть нулю:
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Поскольку компонент 
[image: image1478.wmf]a
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 много, а уравнение одно, то однозначно 
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 (если оно существует) мы определить не соможем. Но если у нас будет столько же уравнений, сколько и компонент 
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, то есть недежда, что искомый вектор определиться единственным образом.
Вспомним, что мы имеем выражение, аналогичное 
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Проведем для случая 
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 аналогичные рассуждения. (Здесь 
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 - некоторый вектор) Предположим, нам нужно найти 
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. Мы можем записать (точно), что 
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. Переходя от полных дифференциалов к  приращениям, получим приближенное уравнение 
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. Для приближенного определения 
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 приравниваем правую часть нулю (нулевому вектр-столбцу):
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Отсюда получаем:
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При этом, разумеется, матрица 
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 должна быть неособенной (невырожденной).

Итак, при переходе от точки 
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 мы ожидаем, что в последней точке 
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 есть решение 
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. Здесь решение находится вне зависимости от того, каков вектор  
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 мы можем получить таким образом только случайно, на что надеяться не следует.  Дело в том, что градиенты 
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 хорошо описывают поведение соответствующих нелинейных функций только вблизи точки, в которой они взяты (
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 и, поэтому, сместясь на 
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 мы приблизимся к решению в том смысле, что норма  
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 будет меньше нормы 
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Для определенности мы выберем квадратичную норму; на нее будет указывать нижний индекс «
[image: image1520.wmf]2

». Эта норма оперделяется слеудющим образом:
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Это ни что иное, как 
[image: image1522.wmf]k

-норма вектора-столбца, которая встретится нам позже, только иначе обозначенная.
 Итак, при определенных допущениях, мы можем надяется, что 
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Далее, если мы все еще далеки от решения (то есть, если норма выше прорговой), то мы можем повторять вышеописанные действия до тех пор, пока норма не станет меньше или равной пороговой. После  этом мы будем считать, что находимся достаточно близко к «истинному» решению и наше приближенное решение может быть использовано при вычислениях вместо истинного с допустимой погрешностью.
Итак,  потенциально возможно много «шагов», в ходе которых мы будем приближаться к решению. Обозначим 
[image: image1524.wmf]a
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, получаемое на 
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. В таких обозначениях итерационный процесс Ньютона можно записать следующим образом:
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Для запуска итерационного процесса необходимо указать начальное приближение 
[image: image1531.wmf]0
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. «Нулевого шага» у нас нет, нумерация шагов идет с единицы. 
По аналогии с методом Ньютона для минимизации функционала (который будет рассмотрен ниже) 
[image: image1532.wmf]i
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 называют «направлением спуска», хотя, как вы видите, на самом деле его было бы правильнее здесь назвать «направлением уменьшения нормы вектора-функции 
[image: image1533.wmf])
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Приведенные выше соображения оказываются справедливыми. Условия, при которых данный итерационный процесс гарантированно сходится, приведены, например, в [ДЕМИДОВИЧ1966]. Предельно грубо говоря, они звучат так: «чтобы процесс сошелся, начальное приближение должно быть достаточно близким к решению». Подробное исследование сходимости итерационного процесса Ньютона приведено там же.
4.3. Метод Ньютона для минимизации функционала

Пусть перед нами стоит задача безусловной минимизации функционала  
[image: image1534.wmf])

(

a

F

. Для этой цели легко приспособить уже имеющийся метод Ньютона для решения систем нелинейных уравнений:  условие минимума функционала
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, если рассматривать его покомпонентно, как раз дает нам систему в общем случае нелиенйных уравнений.
Чтобы получить вектор-функцию-столбец тарнспонируем левую и правую части равенства и получим систему 
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Итак, система готова; теперь надо построить для нее итерационный процесс 
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 будет, очевидно, выглядеть следующим образом: 
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. Оператор  
[image: image1542.wmf]T
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 нам уже встречался – это оператор «получения» гессиана из функции, который мы также обознали как 
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. Оператор, который берет гессиан, а затем выполяет его обрщение будем обозначать 
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. С учетом принятых обозначений итерационный процесс запишется так: 
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По определению 
[image: image1548.wmf]d

 есть направление спуска в точке 
[image: image1549.wmf]a

 для функционала 
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то есть, если 
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 имеет отрицательную проекцию на вектор градиента. Как видно из определения, для одной и той же точки 
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 может быть множество направлений спуска.

При безусловной минимизации функционала 
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 - вектор, задающий «продвижение вперед» на текущем шаге итерационного процесса - также называют «направлением спуска», даже в том случае, если при «продвижении» на 
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 функционал на самом деле возрастет.

Градиент функционала 
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 хорошо описывает поведение функционала 
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 в некоторой (малой) окрестности точки 
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[image: image1561.wmf]T

F

0

a

¹

Ñ

)

(

), то двигаясь в  направлении 
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 всегда можно найти точку, в которой функционал меньше, чем в исходной точке, для которой определен градиент: так как 
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 будет выполняться, если подобрать достаточно малое 
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Именно из констатации этого факта, видимо, и пошло название «направление спуска».

Выясним, при каких уловиях направление 
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 является направлением спуска для функционала 
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 «в действительности», а не только по традиции именования.

По определению направления спуска должно выполняться неравенство 
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Напомним, если 
[image: image1575.wmf]K

 - положительно определенная матрица, то и 
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 положительно определенная матрица. Отсюда следеут, что для выполнения  данного неравенство необходимо, чтобы 
[image: image1577.wmf])

(

1

2

i

F

a

-

Ñ

 (обращенный гессиан) был положительно определен.  Если матрица 
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 положительно определна, то положительно определена и матрица  
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 - и наоборот;  Таким образом,  необходимым условием соблюдения неравенства является положительная определенность гессиана 
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Выше мы переходили от задачи минимизации функционала (безусловной) к задаче решения методом Ньютона системы уравнений 
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. Возможнен и обратный переход – задаче решения методом Ньютона системы 
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 можно сопоставить задачу минимизации (безусловной) некоторого функционала. Разумеется, функционал, который можно сопоставить системе 
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, как правило, ввиду его простоты, сопоставляют функционал
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Если вектор 
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 - решение 
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, то он должне являтсья решением  системы 
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При движении к минимуму функционала в ходе итерационного процесса мы одновременно уменьшаем норму 
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 вектора-функции (системы) 
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В дальнейшем нам понадобиться значение 
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 для введенного выше функционала. Вычислим его.
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Рассмотрим 
[image: image1596.wmf]i

-тую строку выражения 
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Или, транспонируя левую и правую части,
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Покажем, что при организации итерационного процесса для минимизации 
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 мы получим тот же самый итерационный процесс, что и для решения системы 
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Нам надо организовать итерационный процесс


[image: image1604.wmf]i

i

i

d

a

a

+

=

+

1

, 
[image: image1605.wmf])

(

)

(

1

2

i

T

i

i

F

F

a

a

d

Ñ

-Ñ

=

-


Иначе 
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  можно записать следующим образом:
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Подставим 
[image: image1608.wmf])

(

)

(

)

(

a

ρ

a

ρ

a

T

T

F

Ñ

=

Ñ

:


[image: image1609.wmf])

(

)

(

))

(

)

(

(

)

(

))

(

(

1

1

i

i

T

i

i

T

i

T

i

T

F

F

a

ρ

a

ρ

a

ρ

a

ρ

a

a

Ñ

Ñ

Ñ

-

=

Ñ

Ñ

Ñ

-

-

-

.
Вычислим 
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  Иначе говоря,  
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 - матрица, не зависящая от 
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Как известно из курса линейной алгебры, 
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Учитывая произведенные преобразования мы можем записать, что 
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Так как 
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, окончательно запишем:
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Иначе говоря, мы пришли к исходному итерационному процессу по методу Ньютона для системы 
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Для того, чтобы вышеприведенное доказательство было полным, нам необходимо доказать тождество 
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Запишем построчно выражения для матриц, получающихся слева и справа. Соответствующая 
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Как видим, матрицы слева и справа совпадают построчно; следовательно, тождество 
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 доказано.

При вычислении с помощью данного тождества мы действуем по аналогии с дифференцированием произведения константы на фукнцию.

Как видно из вышесказанного, при конструировании «искусствненого функционала» 
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 мы фактически приходим к тому же итерационному процессу,  что и при решении системы 
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Итак,  
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 - «настоящее» направление спуска, двигаясь вдоль которого (по крайней мере, на достаточно малое расстояние) всегда можно уменьшить функционал 
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При выводе вышеприведенной формулы подразумевалось, что 
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 неособенная (невырожденная матрица). Перечислим еще раз условия, которые обеспечивают то, что 
[image: image1663.wmf]i

d

 является «настоящим» направлением спуска: 
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Замечание. Не забывайте, что последние выводы этой главы мы делали для «особого» функционала, получаемого на основе уравнения 
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4.4. Глобализация сходимости метода Ньютона
Веренмся к методу Ньютона для решения систем 
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сойдется, если начальное приближение 
[image: image1673.wmf]0

a

 будет выбрано достатончо близко к решнию 
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Смысл введения этого коэффициента заключается в том, чтобы не уходить от исходной точки «слишком далеко» - в такую точку, где норма 
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Введение 
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Для начала заметим, что это утверждение не то же, что достаточно очевидное похожее утверждение для минимизации функционала. Оно, напомним, гластит: если двинуться вдоль направления спуска на достаточно малое расстояние, то можно прийти в точку, где функционал меньше, чем в исходной точке. Наше утверждение не столь очевидно; тем неменее, его доказательство основывается на использовании похожего положения для функционала, построенного на основе системы 
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Как было показано, направление спуска 
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 для минимизации функционала полностью совпадает с направлением спуска (направлением уменьшения нормы 
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(решаем 
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если при старте обоих итерационных процессов задать одинаковые начальные приближения.


Предположим, оба итерационных процесса стартовали, используя начальное приближение 
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Замечание. Всегда можно пододобрать такое 
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 достаточно хорошо описывает поведение функции на большем удалении, то он должен хорошо описывать поведение функции и на меньшем удалении. Коэффициенты длины шага, большие единицы, как правило, не рассматриваются: считают, что градиент функционала 
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 заведомо плохо описывает  поведение функционала. Это предположение вполне разумно и оно используется в качестве эвристики. Конец замечания.

Итак, при продвижении на 
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Из сказанного ясно, что, проводя первый шаг «второго» процесса, нам нет нужды привязывать его к первому шагу «первого» процесса – достаточно просто вести поиск  
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 суещствует столько же, сколько и в первом процессе, а критерий поиска, ориентированный на уменьшение нормы ничем не хуже критерия, ориентированного на уменьшение функционала.


Предположим, что мы нашли для первого шага второго процесса 
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 мы попадем в точку более близкую к решению в том смысле, что норма 
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 там будет меньше, чем в исходной точке 
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,  удовлетворяющее вышеописанным условиям, то всегда можно найти «другое» 
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, меньшее исходного, которое также будет удовлетворять этим условиям». Здесь верхний индекс обозначает не степень, а номер шага.

Пнятно, что подобные рассуждения можно провести для любого шага итерационного процесса Ньютона для решения системы 
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. В итоге мы получим следующее утверждение:


Пусть 
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 не является решением системы 
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 не является особенной (вырожденной). Тогда всегда возможно найти такое 
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, то есть, всегда возможно получить следующее, (
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такое, что выполняется  
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. При этом всегда можно найти другие коэффициенты длины шага, меньшие, чем найденный 
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Итак, мы прешли от «обычного» метода Ньютона к методу Ньютона с «инструментом улучшения сходимости в глобальном масшатабе» (то есть с подбором длины шага), который записывается следующим образом:
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Замечание. Говоря «возможно найти другие коэффициенты длины шага, меньшие чем  
[image: image1775.wmf]a

» мы не говорим ничего больше – в частности, мы НЕ утверждаем, что ВСЕ числа, меньшие, чем 
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 уменьшат норму. Такого следует ожидать, только если это 
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 дает «очень-очень» маленькую длину шага – такую, при которой гардиент функционала «очень-очень» хоршо описывает поведение функционала. Конец замечания.

Теперь перед нами встает вопрос поиска подходящего коэффицента 
[image: image1778.wmf]a

, который уменьшит норму 
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. Имеется несколько алгоритмов такого поиска. Мы опишем самый простой – алгоритм линейного поиска («line search»). Он предельно прост: сначала берется 
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 и проверяется – не уменьшается ли при этом норма 
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; если уменьшается, то поиск завершается, есле нет – то берется  
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 в два раза меньшее, чем предыдущее, снова выполняется проверка и так далее… Процесс останавливается либо тогда, когда первое подходящее 
[image: image1783.wmf]a

 найдено, либо тогда, когда безрезультатно закончилось некоторое наперед заданное число попыток. Даже если линейный поиск завершился неудачно, это  вовсе не значит, что перед исходной точкой нет непрерываного участка, все точки которого уменьшают норму 
[image: image1784.wmf])
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 - просто он настолько мал, что мы до него не дошли (и при вычислениях с данной разрядностью может быть, дойти никогда не сможем).

Как явствует из изожения, коэффициент 
[image: image1785.wmf]a

 подбирается для каждого шага отдельно, то есть он разный на разных шагах.


Замечание. Не путайте гарантированную возможность уменьшить норму 
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 на каждом шаге итерационного процесса (при соблюдении ряда оговоренных условий) с гарантированной возможностью достичь точки (в принципе или за приемлемое время), которая является решением 
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!  Можно сконструировать такую систему и выбрать такое начальное приближение, что итерационный процесс будет вечно (или просто неприемлемо большое время) «топтаться» на небольшом участке, постоянно при этом уменьшая норму 
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Как сказано выше, возможность уменьшить норму невязки на текущем шаге итерационного процесса можно лишь при соблюдении  определенных условий – 
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 не должно быть решением системы 
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 не должна быть особенной (вырожденной). С первым условием все ясно – чтобы оно «не мешало» достаточно ввсести проверку (если они уже не введена) – не является ли начальное приближение решением (остальные приближения и так проверяются после их получения при выяснении стоит ли останавливать итерационный процесс или нет). Но что делать, если матрица 
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 оказалась вырожденной? Если якобиан вычисляется в точке 
[image: image1793.wmf]0
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 (начальное приближение), то, очевидно, следует попробовать другое начальное приближение; этот же рецепт сгодится и в том случае, когда мы уже провели какое-то число шагов итерационного процесса – возможно, при выборе нового начального приближения мы будем «идти» к решению по другому пути, на котором нам не встретятся плохие места с особенным 
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. Помимо этого, во всех случаях, можно попытаться внести в 
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 небольшое возмущение – то есть, добавить к нему произвольный малый вектор. При этом мы надеемся, что «уйдем» с плохой области. Такие возмущения и выборы новых начальных приближений можно выполнять и в том случае, когда мы попали в область с плохой сходимостью («топчемся на месте»), хотя при этом 
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 и не является особенной матрицей.

Поскольку метод минимизации фукнционала методом Ньютона основывается на методе Ньютона для решения системы 
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 получается из условия равенству нулю частны производных функционала в точке минимума: 
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), то для метода Ньютона для минимизации функционала также можно приментиь «средство глобализации сходимости». При этом мы приходим к итерационной схеме
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Коэффициент 
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 напомним, подбирается для каждого шага отдельно. При подборе 
[image: image1804.wmf]a

 в данном случае необходимо проверять функционал - уменьшился ли он или нет.
4.5. Квази- методы Ньютона
Существует несколько определений квази- методов Ньютона. Мы будем использовать одно из распространенных. 

Квази- методы Ньютона для решения ситемы 
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 – это методы, построенные на основе метода Ньютона, в которых вместо точного (насколько это возможно для численных методов) значения якобиана 
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 может быть использовано приближенное его значение. 

Квази- методы применяются в том случае, когда сходимость достаточно хорошая и вместо трудновычисляемого якобиана можно использовать его приближение, которое вычисляется существенно проще.

При таком очень общем определении даже метод Ньютона рассматривается как частный случай квази- методов Ньютона. Одним из квази- методов Ньютона является модифицированный метод Ньютона, в ктором на всех шагах итерационного процесса используется якобиан, вычисленный на первом шаге; здесь, очевидно, приближенное значение якобиана используется на всех шагах, кроме первого, на котором используется точное (насколько это возможно для используемых численных методов) значение. Модифицированный метод Ньютона называют также методом хорд. Как компромисс между методом Ньютона и методом хорд существует метод Шаманского, в котором якобиан точно вычисляется через некоторое (точно не задаваемое) количество шагов, а в промежутке между точными вычислениями используется старое значение якобиана – как в методе хорд. В «нижнем пределе», когда якобиан вычисляется на каждом шагу, метод Шаманского дает метод Ньютона, а в «верхнем пределе», когда вычисление якобиана производится всего одни раз (имеет место точное вычисление якобиана через бесконечное число шагов), метод Шаманского дает метод хорд.
Вышеприведенные методы (Ньютона, хорд и Шаманского) достаточно хорошо известны и при их упоминании их называют «по имени», обычно не упоминая о том, что их можно рассматривать как частный случай квази-методов Ньютона. При упоминании «квази- метод Ньютона» имеют, как правило, в виду не перечисленные методы, а такие методы, в которых вместо точных занчений якобианов всегда используется их приближенное значение. Такие методы могут быть достаточно сложными (например, метод Брудена), но нас будет интересовать наиболее простая их разновидность.
Пусть у нас имеется система нелинейных уравнений, которую необходимо решить:
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Как известно, разницу левой и правой частей уравнения называют невязкой (можно договориться, что невязка – разница правой и левой частей; нет никакой разницы, как ее определить). Образуем вектор невязок 
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. Это вектор, очевидно, равен нулевому вектору:  
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 мы перешли к системе 
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. Эта последняя система имеет такой вид, что для ее решения можно применить метод Ньютона или квази- методы Ньютона. 
Метод Ньютона задается итерационной схемой
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Все квази- методы Ньютона для решения систем можно сокращенно записать в виде 


[image: image1814.wmf]i

i

i

d

a

a

a

+

=

+

1

, 
[image: image1815.wmf])

(

)

(

1

i

i

i

a

ρ

a

B

d

-

-

=


или


[image: image1816.wmf])

(

)

(

1

1

i

i

i

i

a

ρ

a

B

a

a

-

+

-

+

=

a

, 

где  
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 - некоторое приближение якобиана.

Итак, чтобы «получить» квази- метод Ньютона нам необходимо «придумать» аппроксимацию  
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 Осуществим линеаризацию 
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 в точке 
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. В результате получим «постоянную» матрицу 
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. Мы легко сможем продолжить преобразования:
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Итак, 
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. Якобиан невязки системы нелинейных алгебраических уранвений можно приближенно представить матрицей жесткости, умноженной на минус единицу. Приближение тем лучше, чем «линейнее» ведет себя 
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При такой аппроксимации итерационный процесс квази- метода Ньютона будет выглядеть следующим образом:
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Мы получили «направление спуска», вычисляемое по формуле 
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, то есть направление, отличное от направления спуска метода Ньютона. В связи с этим возникает вопрос: при каких условиях это направление будет «настоящим» направлением спуска, то есть, если мы сопоставим задаче решения системы 
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 задачу минимизации функционала 
[image: image1832.wmf]2

2

)

(

2

1

)

(

a

ρ

a

=

F

, то при каких условиях 
[image: image1833.wmf])

(

)

(

1

i

i

i

a

ρ

a

K

d

-

=

 будет направлением спуска для 
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? Из определения направления спуска следует, что дожно соблюаться условие
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или, раскрывая 
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Такое неравенство будет иметь место, если «матрица» 
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 будет отрицательно определена (вы уже встречались с анализом подобного рода условий). Заметьте, что мы определили 
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 как разницу между правой и левой частями уравнения 
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. Если бы мы  поступили наоборот, то в неравенстве слева появился знак минуса. Соответственно, такое неравенство было бы справедливо при положительно определенной матрице 
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Аналогично, для общего случая, когда вместо 
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 будет «настоящим» направлением спуска, если  матрица 
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будет отрицательно определена.

С практической точки зрения полученное условие бесполезно: для того, чтобы определить, положительно ли или отрицательно определена матрица 
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  надо вычислить 
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. Но ведь мы потому и стали использовать квази- методы Ньютона, что стремились избежать вычисления якобианов! Такие сложно проверяемые условия просто никто не будет использовать. Тем не менее, интуитивно понятно, что выполнения равенства следует ожидать, если приближенное равенство 
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 выполнятеся с достаточной степени точностью.

Запишем полученный нами квази- метод Ньютона одним выражением, раскрыв при этом 
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Данный квази- метод Ньютона решения систем 
[image: image1851.wmf]f
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 не имеет специального названия, если говорить в терминах квази- методов Ньютона. Поэтому дадим ему «описательное» имя: квази-метод Ньютона, получающийся из метода Ньютона через аппроксимацию якобиана матрицей жесткости (взятой с обратным знаком).


Этот метод не представляет из себя ничего нового и интересного: если имеется какой-либо итерационный  метод, в котором используется точное вычисление якобиана, то на его основе сразу же можно построить множество квази- методов Ньютона, используя уже известное множество аппроксимаций якобиана. Аппроксимация же якобиана с помощью матрицы жесткости – достаточно простая, хорошо и давно известная вещь.


Давайте немного преобразуем формулу, задающую итерационный процесс:
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Если это выражение вам ничего не напоминает, то давайте «выключим» средство улучшения глобальной сходимости, то есть давайте положим 
[image: image1853.wmf]1
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Мы получили ни что иное, как хорошо известный метод простых итераций! Таким образом, метод простых итераций есть, по сути, квази- метод Ньютона получающийся из метода Ньютона аппроксимацией якобиана матрицей жесткости (и «выключением» средства улучшения глобальной сходимости).
Зачастую при описании метода итерации «вводят улучшение», то есть «включают» средство улучшения глобальной сходимости:
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При этом вопрос о том, откуда берется эта формула обходят молчанием, придавая ему статус «инженерного приема, проверенного практикой». Сам коэффициент 
[image: image1856.wmf]a

 называют иначе – «коэффициентом релаксации» (а что «релаксируется», то есть, «ослабляется» - как, правило не говорят). Но, как вы видите, на самом деле это коэффициент длины шага некоторого квази- ньютоновского итерационного процесса. Выражение 
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 - это упрощенная запись выражения  
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, в котором «все становится на свои места».

Давайте определим еще один квази- метод Ньютона, который получается из модифицированного метода Ньютона (метода хорд) аппроксимацией якобиана матрицей жесткости:
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Запишем этот метод несколько иначе. Представим 
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 и затем упростим выражение:

[image: image1862.wmf])

)

(

)(

(

)

1

(

)

))

(

)

(

(

)(

(

0

1

0

0

1

1

i

i

v

i

i

i

v

i

i

a

a

K

f

a

K

a

a

a

K

a

K

f

a

K

a

a

-

+

-

=

+

-

+

=

-

-

+

a

a

a

.

«Выключим» средство улучшения глобальной сходимости, положив 
[image: image1863.wmf]1
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Это, как мы уже видели, приблизительно и есть метод, «открытый» О.Ф. Ковалевым (в несколько иной записи). Мы сказали «приблизительно» потому, что О.Ф. Ковалев, по сути, не оговорил, кой же дожна быть матрица, которая здесь обозначается как 
[image: image1865.wmf])
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, чтобы сходимость была наилучшей при заданных огранич6ениях на сложность ее вычисления.


Поскольку мы выяснили смысл 
[image: image1866.wmf])
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 - это приближение якобиана, взятое со знаком минус, то сразу же можем сказать, какова же должна быть «постоянная» матрица в «методе Ковалева» - если требуется, чтобы она вычислялась ненамного сложнее, чтем матрица жесткости, то она должна быть этой матрицей жесткости, вычисленной при начальном приближении.

В данной работе в дальнейшем метод, задаваемый формулой 
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[image: image1868.wmf])
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или, с включенным средством улучшения глобальной сходимости,
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[image: image1870.wmf])
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условно будем называть «модифицированный метод простых итераций» - по аналогии с «метод Ньютона» - «модифицированный метод Ньютона». Еще раз отметим, что последняя итерационная схема – лишь иначе записанная (и вряд ли более просто выглядящая) итерационная схема
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в которой «все стоит на своих местах».


Наконец, рассмотрим введение квази- методов Ньютона в том случае, когда мы минимизируем функционал, а не решаем систему уравнений:
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Пусть вместо Гессиана 
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Или 
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Выясним, при каких условиях  
[image: image1880.wmf]i
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 - «настоящее» направление спуска, то есть, когда выполняется неравенство
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или
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Указанное неравенство, очевидно, будет выполняться тогда, когда 
[image: image1883.wmf])
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 - положительно определенная матрица (она должна быть положительно определенной при всех 
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, которые будут использованы). Говоря менее строго, можно сказать, что неравенство будет выполняться, когда 
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 - положительно определенная матрица.
Заметьте - 
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 - любая положительно определенная матрица. Иначе говоря, любая положительно определенная матрица явялется «достаточно хорошей», чтобы у нас получалось «настоящее» направление спуска.  Например, 
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 может быть единичичной матрицей: 
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. Этот факт является ключом к построению множества квази- методов Ньютона для минимизации функционала. Часто сам гессиан 
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 не имеет свойства положительной определенности. В этом случае его «подправляют». Это можно сделать, например, следующим образом: как извесно, матрица с достаточно большими элементами на главной диагонали будет положительно определенной; отсюда следует, что для придания положительной определенности произвольной матрице к ней нужно добавить единичную матрицу, умноженную на достаточно большое число. Разумеется, это число стремяться сделать как можно меньше, что получаемая матрица была как можно ближе к исходному гессиану.
Итак, мы сформировали два критерия, которые определяют, является ли вычисленное направление спуска «настоящим» направлением спуска.
Если мы решаем систему, итерируя
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то 
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 будет «настоящим» направлением спуска, если  матрица 
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 отрицательно определена. Здесь 
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 - аппроксимация якобиана.

Если мы минимизируем функционал, итерируя
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то 
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 будет «настоящим» направление спуска, если матрица 
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 положительно определена. Здесь 
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 - аппроксимация гессиана.

Как уже было сказано, никто не будет проверять 
[image: image1898.wmf])

(

)

(

1

i

i

a

B

a

ρ

-

Ñ

 на отрицательную определенность – ведь для этого нужно вычислять якобиан, чего мы старались избежать, вводя квази- методы Ньютона.


Что же делать, если вышеприведенные условия не выполняются? 

Предположим, что 
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 не сходится и мы «подозреваем», что отрицательная определенность 
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 на каком-то шаге не выполняется. На этом шаге, сформировав «направление спуска», мы не сможем, двигаясь вдоль него, уменьшить невязку. Разумеется, можно порекомендовать выбрать другое начальное приближение или внести возмущение в вектор неизвестных и попытаться выполнить шаг «заново». Тем не менее, легко заметить, что если 
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 является положительно определенной, то «направление спуска» на самом деле является «направлением подъема» и мы можем попытаться уменьшить невяку, попросту двинувшись в направлении, обратном по отношению к «направлению подъема». Отсюда следует простая рекомендация («эвристика»): если мы не нашли 
[image: image1902.wmf]a

, которое уменьшит невязку за приемлемое число попыток (при осуществлении, например, «линейного поиска»), то следует предположить, что полученное направление является на самом деле не направлением спуска, а «направлением подъема» и «двинуться» в направлении, ему противоположном, подбирая отрицательные 
[image: image1903.wmf]a

 (например, аналогично, тому, как это делалось при «линейном поиске»). То есть, в данном случае имеет смысл расширить область определения 
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Когда мы ищем только среди положительных 
[image: image1907.wmf]a

, то говорят, что мы делаем «обратный откат» («backtraking») – то есть, попросту, ведем  «(один) поиск по убывающей» - среди положительных 
[image: image1908.wmf]a

. Когда мы ведем поиск как среди положительных 
[image: image1909.wmf]a

, так и среди отрицательных, то говорят, что мы выполняем «двойной обратный откат» («doublebacktracking») – то есть, попросту ведем «два поиска по убыванию модуля» – среди положительных и среди отрицательных 
[image: image1910.wmf]a

.

«Линейный поиск» - простейший пример «обратного отката».

Повторим: мы не ведем проверку ни на положительную определенность
[image: image1911.wmf])
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, ни на отрицательную – это слишком трудоемко. Мы просто пытаемся предполжить, что если 
[image: image1912.wmf])
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 не является отрицательно определенной, то, возможно, она положительно определена. Это, разумеется, не всегда верно. Есть матрицы, которые не являются ни положительно, ни отрицательно определенными.


Таким образом, вместо «простого» обратного отката, как средство улучшения сходимости в глобальном масштабе, имеет смысл ввести двойной обратный откат, который начнет работать тогда, когда «простой» обратный откат потерпит неудачу.

Аналогичным образом двойной обратный откат можно ввести и для минимизации фукнционала. Здесь, как и в вышеописанном случае, мы пытаемся предположить, что, если приближение гессиана не является положительно определенным, то, возможно, оно отрицательно определенное (напомним, что выше мы рассмотрели способ, как сделать матрицу положительно определенной, если она таковой не является).
4.6. Метод итераций  (
[image: image1913.wmf])
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) для нелинейных систем и условия его сходимости
Для того, чтобы решить нелинейную систему уравнений методом итреаций, ее необходимо записать в виде 
[image: image1914.wmf])

(

a

ς

a

=

, а зетем организовать итерационный процесс
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который использует так называемые «последовательные приближения».
Здесь мы пока не касаемся того, каков же должен быть конкретный вид правой части 
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. Отметим только, что любую систему 
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 можно, хоть и нескоько искусственно, привести к виду 
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, о чем будет сказано ниже.

Если у нас имеется система уравнений
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и далее организовать итерационный процесс 
[image: image1921.wmf]f
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, то есть реализовать «метод простых итераций».


Если, предлагал О.Ф. Ковалев (на самом деле мы несколько видоизменили то, что предлагал О.Ф. Ковалев), положить 
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 - некоторая «постоянная» матрица, не зависящая от 
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откуда можно получить
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После этого можно организовать итерационный процесс
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 Здесь мы   не будем уточнять вид 
[image: image1931.wmf]c
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, так как сам О.Ф. Ковалев этого не сформулировал.


Напомним, что при выборе 
[image: image1932.wmf])
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  вышеприведенная итерационная схема будет квази- методом Ньютона, получающимся из модифицированного метода Ньютона заменой якобиана матрицей жесткости (здесь средство улучшения сходимости в глобальном масштабе выключено). По аналогии будем называть такую схему (с 
[image: image1933.wmf])
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) «модифицированный метод простых итераций». Иначе говоря, одну и ту же итерационную схему можно рассматривать и как некий квази- метод Ньютона, и как некий вариант метода итераций.

Хотя в двух вышеприведенных случаях уравнение для организации итерационного процесса легко получается «естественным образом», следут заметить, что метод простых итераций и модифицированный метод простых итераций не являются оптимальными с точки зрения «полного» метода итераций. Как мы увидим позже, «полный» метод итераций фактически приведет нас к методу Ньютона! То есть, подробно рассматривая метод итераций, мы придем к выводу, что итерационная схема метода итераций будет оптимальна тогда, когда там будет присутствовать обращенние якобиана и средство улучшения сходимости в глобальном масштабе. Рассмотрение условий, когда метод итераций будет оптимален, потребует от нас перехода от системы 
[image: image1934.wmf]0
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к равноценной системе 
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 «в общем виде», в чем «естественные» переходы, выполненные выше, нам мало помогут.
Далее нам необходимо выяснить условия, при которых итерационный процесс 
[image: image1936.wmf])

(

1

i

i

a

ς

a

=

+

 сходится. Но перед этим необходимо ввести ряд норм матриц.
Для произвольной матрицы 
[image: image1937.wmf]A

 можно ввести следующие легко вычисляемые канонические нормы:
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Эти нормы называются по индексам - 
[image: image1941.wmf]m

, 
[image: image1942.wmf]l

 и 
[image: image1943.wmf]k

 нормы матрицы 
[image: image1944.wmf]A

 соответственно.
Мы не будем останавливаться на том, что такое канонические нормы и чем они отличаются от «неканонических». Приведенные здесь канонические нормы не являются единственно возможными.

Для вектора-столбца 
[image: image1945.wmf]a

 вышеупомянутые нормы будут выглядеть следующим образом:
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Если норма матрицы (вектора) пишется без индекса (то есть без указания конкретной нормы), то предполагается, что можно использовать любую из введенных выше норм.

Пусть у нас имеется вектор 
[image: image1949.wmf]a

, который может принимать любые значения из области 
[image: image1950.wmf]S

. Пусть также значения элементов матрицы 
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 зависят от 
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 у нас «своя» для каждой «точки» 
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Можно ввести норму матрицы 
[image: image1956.wmf]A

 не «относительно»  какой-то одной точки области 
[image: image1957.wmf]S

, а «относительно» всей области 
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. Введем две таких нормы, которые будем обозначать просто «первая» и «вторая». Для их отличия будем использовать в индексе римские цифры:
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В частности, в дальнейшем нам встретится матрица, получаемая взятием якобиана от вектора-функции 
[image: image1961.wmf])
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. Для данного конкретного случая распишем первую и вторую нормы подробнее, через частные производные:
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Используя введенные выше нормы, кратко изложим результаты исследования сходимости итерационного процесса 
[image: image1964.wmf])
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, следуя [ДЕМИДОВИЧ1966]. Начальное приближение будем обозначать 
[image: image1965.wmf]0
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, решение системы - 
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Результаты исследования заключаются в двух теоремах, которые определяют «первое» и «второе» достаточные условия сходимости итерационного процесса 
[image: image1969.wmf])
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«Первое» достаточное условие сходимости итерационного процесса 
[image: image1970.wmf])
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 выражается следующим образом:

Теорема. Пусть вектор-функция 
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 непрерывны в ограниченной выпуклой замкнутой области 
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где 
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 - некоторая постоянная.


Если начальное приближение  
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является в области 
[image: image1983.wmf]S

 единственным решением системы 
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Иначе говоря, в этом случае 
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 есть ни что иное, как  
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«Второе» достаточное условие звучит так:

Теорема. Пусть ветор-функция 
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где 
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 - некоторая постоянная.


Если начальное приближение  
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 и все последующие последовательные приближения 
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, то процесс итерации 
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является в области 
[image: image1999.wmf]S

 единственным решением системы 
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Внимательный читатель, наверное, заметил, что здесь используется «непрерывность матриц». По сути, здесь речь идет о том, что непрерывно изменяются их элементы.


Обратите внимание: определенные условия выдвигаются и к области 
[image: image2001.wmf]S

: она должны быть ограниченной, выпуклой и замкнутой.


Видно, что оба условия звучат одинаково; в них лишь используются разные нормы – первая и вторая.


При исследовании сходимости доказывается и ряд других теорем. Из них и из теорем, приведенных здесь, можно вывести формулы, которые могут служить для «количественной» оценки 
сходимости итерационного процесса:
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Здесь 
[image: image2004.wmf]I
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 - это 
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 из первой вышеприведенной теоремы (условия), а 
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 - из второй; для одного и того же случая эти числа могут быть разными. Верхний индекс при 
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, очевидно, обозначает не номер шага итерационного процесса, а степень, в которую возводится соответствующее 
[image: image2009.wmf]q

. Из формул видно, что норма разности 
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, то есть «ошибка» в вычислении решения, с ростом номера итерации гарантированно убывает в геометрической прогрессии с знаменателем  
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 (разумеется, при 
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, тем быстрее убывает прогрессия и тем быстрее мы гарантированно получим решение.


Замечание. Под «оценкой сходимости» мы здесь подразумеваем лишь определение 
[image: image2014.wmf]q

 в двух вышеприведенных формулах. О таких терминах, как «линейная сходимость», «суперлинейная сходимость» и «квадратичная сходимость» речь не идет. Конец замечания.

Напомним, вывод формул и доказательство теорем даны в [ДЕМИДОВИЧ1966]. 


В дальнейшем нам понадобиться следующее определение:


Определение. Отображение 
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Здесь под нормой понимается любая каноническая норма.
Кроме того, нам понадобиться лемма, используемая при доказательстве теоремы, определяющей второе достаточное условие сходимости процесса итерации 
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Лемма. Пусть вектор-функция 
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Данная лемма утверждает, что существует (при определенных условиях) такая точка 
[image: image2030.wmf]ξ

, лежащая на прямой, соединяющей 
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[image: image2032.wmf]a

a

D

+

, причем эта точка не есть ни точка 
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4.7. Связь метода итераций с методом Ньютона. Оптимальный метод итераций
Любую ситему 
[image: image2036.wmf]0
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который удобен для организации итерационного процесса с помощью последовательных приближений 
[image: image2038.wmf])
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Простейший способ осуществить переход от одной системы к другой - сложить исходную систему с тождеством 
[image: image2039.wmf]a
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Поскольку исходное уравнение 
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 (левую и правую его части) можно умножать слева на неособенную (невырожденную) матрицу 
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 без «потери информации», то от этого уравнения 
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Иначе говоря, для выполнения перехода от системы 
[image: image2047.wmf]0

a

ρ

=

)

(

 к системе 
[image: image2048.wmf])

(

a

ς

a

=

 можно положить 
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. При таком переходе 
[image: image2050.wmf]Λ

, очевидно, следует подобирать так, чтобы сходимость итерационного процесса был наилучшей.

 Какова же должна быть матрица 
[image: image2051.wmf]Λ

? При рассмотрении сходимости итерационных схем 
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 выясняется следующие (смотри предшествующую главу): чтобы итерационный процесс сходился, необходимо выполнение хотя бы одного из достаточных условий сходимости итерационныого процесса, которые мы (кратко и грубо, для напоминания) запишем так:
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Для того, чтобы выяснить, как эти условия звучат в полном виде, обратитесь к предшествующей главе.

При этом, если хотябы одно из вышеприведенных условий выполнятеся, мы можем получить и количественную оценку сходимости итерационного процесса, используя следующий формулы:
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Из этих формул видно: чтобы процесс гарантированно сходился быстрее, необходимо, чтобы 
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 или 
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 были как можно меньше – в пределе они должны равняться нулю. Иначе говоря, должны быть как можно меньше 
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 и 
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 (как вы помните, они определяются для определенной области 
[image: image2061.wmf]S

, а не для одной точки). «В пределе» желательно, чтобы они также равнялись нулю. 
Итерационный процесс начинается с некоторого 
[image: image2062.wmf]0
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. Будем предполагать, что 
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 достаточно близко к решению, так что 
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 достаточно хорошо описывает поведение 
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 в окрестностях 
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 не сильно меняется в окрестности 
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. Будем рассматривать окрестность  
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 как область 
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, участвующую в определни «первой» и «второй» норм; будем также предполагать, что решение находится в области 
[image: image2071.wmf]S

 (мы это сделали для простоты; на самом деле достаточно, чтобы только «последовательные приближения», сходящиеся к решению, принадлежали этой области). В таком случае логично распорядиться нашей свободой в выборе 
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 следующим образом: потребуем, чтобы выполнялось равенство 
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В этом случае можно надеятся, что итерационный процесс не уйдет от точки 
[image: image2074.wmf]0
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 «слишком далеко» и, поэтому, первая и вторая нормы 
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 в окрестности 
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 и в самом деле будут малы.
Итак, 
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 следует находить из условия 
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Умножим уравнение  
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Таким образом, при «улучшении» метода итераций с помощью подбора  
[image: image2084.wmf]Λ

 мы приходим к итерационной схеме



[image: image2085.wmf])

(

)

(

0

1

1

i

i

i

a

ρ

a

ρ

a

a

-

+

Ñ

-

=

.


Это ни что иное, как модифицированный метод Ньютона (метод хорд)! (Разумеется, с «выключенным» средством улучшения глобальной сходимости.)

Следующий шаг к улучшению метода итераций – подбор 
[image: image2086.wmf]Λ

 для каждого шага итерационного процесса, то есть, использование 
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 вместо 
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, одинакового для всех шагов. Рассматривая 
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 как «новое» начальное приближение (вместо 
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) мы придем к выводу, что на втором шаге итерационного процесса вместо 
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 следует использовать 
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. Продолжая наши рассуждения в том же направлении, мы придем к выводу, что более быстро сходящийся метод итераций следует организовывать по итерационной схеме 
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А это – ни что иное,  как метод Ньютона (без средств глобализации сходимости). Еще раз подчеркнем: здесь на каждом шаге мы рассматриваем уравнение 
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, на котром основывается «генерация» следующего приближения на основе текущего приближения по формуле 
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 и всякий раз мы решаем, каково же должно быть 
[image: image2096.wmf]i
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 на данном шаге.
Итак, рассматривая, какой же метод итераций самый лучший (в смысле сходимости), мы пршли к выводу, что самый лучший метод итераций… – метод Ньютона!. Пока, правда, мы не «встраиваем» в метод итераций средства улучшения глобальной сходимости (коэффициент релаксации), но, установив связь метода итерации с методом Ньютона, это сделать достаточно легко.

Положим, что 
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. Сопоставим каждому шагу итерационного процесса 
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 первый шаг итерационного процесса Ньютона, начинающегося с начального приближения 
[image: image2100.wmf]i
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. Под 
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 будем понимать 
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, вычисляемое на этом шаге процесса Ньютона. Пусть, например, это будет 
[image: image2103.wmf]a

, вычисляемое с помощью линейного поиска. Иначе говоря, метод итераций будет заимствовать на каждлом шаге 
[image: image2104.wmf]a

 из сопоставленного этому шагу первого шага процесса Ньютона. Очевидно, нет смысла делать такое сопоставление на практике – можно вести линейный поиск и при проведении метода итераций «самого по себе», стремясь уменьшить норму невязки 
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. При этом мы достигнем улучшения сходимости такой же, как и в методе Ньютона. 
Разумеется, при проведении последенего «улучшения» мы воспользовались знаниями, полученными при исследовании итерационного процесса Ньютона. Такое заимствование  может навести на мысль о некоторой неполноценности метода итераций. Ниже мы покажем, что средство глобализации сходимиости может быть введено исключительно с «опорой» только на метод итерации.
Рассмотрим метод итераций без коэффициента релаксации: 
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. Второе слагаемое – это добавка к текущему вектору неизвестных; обозначим его 
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Выясним смысл 
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. Легко видеть, что 
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. Это неравенство становится равенством при переходе к полным дифференциалам. Его можно истолковать следующим образом:  
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 вычисляется таким образом, чтобы при переходе к точке 
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 получить решение системы 
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. Приращения вычисляются с помощью
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, который (якобиан), как мы надеемся, хорошо описывает поведение 
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 в достаточно малой окрестности 
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.   Как видим, здесь мы двигаемся в направлеии, обратном тому, каким мы двигались при введении метода Ньютона.

 Если среда сильно нелинейна, то мы рискуем оказаться «далеко» от решения – даже еще дальше, чем мы были прежде. Зметьте, что для описания того, насколько мы далеко от решения (и, соответственно, для принятия решения, когда останавливать итерациооный процесс), в методе итераций мы используем тот же критерий – норму 
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Отметим, что условия сходимости итерационного процесса метода итераций – достаточные. Иначе говоря, если они не выполняются, то неизвестно – сойдется ли итерационный процесс или нет. То есть, все равно имеет смысл организовывать итерационный процесс, даже если условия заведомо невыполняются. Напомним также, что сама сложность проверки подобных условий слишком велика, чтобы эти условия использовались на практике. Трудность возникает уже тогда, когда надо, хотя бы приблизительно, определить область, из которой итерационный процесс «не будет выходить» - ведь для этого надо сначала его «прогнать» (и, возможно, не один раз – с различными «разумными» начальными приближениями)! Единственное, с чем будет иметь дело вычислитель на практике при использовании метода итераций – это получаемое направление 
[image: image2119.wmf]i
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 - как и при методе Ньютона.
 Итак, перед нами встает тот же вопрос, что и при использовании метода Ньютона – надо определить, является ли выбранное направление «направлением спуска» («хорошее» он или «плохое», уменьшает ли 
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 или нет), а так же вопрос о том, как «выжать» из него все, что можно.

Мы уже знаем, что надо делать. Сначала надо построить функционал 
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, составить систему  
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 и рассмотреть ее решение уже имеющимся методом итераций (а не методом Ньютона). Далее мы установим тождество направлений 
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, получаемых при минимизации функционала 
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 методом итераций и при решении системы  
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 методом итераций, свяжем уменьшение функционала с уменьшением нормы 
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 и покажем, что (при определенных условиях), двигаясь вдоль 
[image: image2127.wmf]i
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, всегда можно уменьшить норму 
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. После этого введем коэффициент длины шага итерационного процесса (коэффициент релаксации).

Приведенные рассуждения показывают, что средство глобализации сходимости можно ввсести в метод итераций «естественным образом», не прибегая к заимствованию из метода Ньютона.

Итак, «в пределе» метод итераций дает метод Ньютона, причем с «полной оснасткой» - включая средство глобализации сходимости.
4.8. Связь более простых методов итерации с квази- методами Ньютона
Напомним, что оптимальная матрица 
[image: image2129.wmf]i

Λ

 (для конкретного 
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-того шага)  находислась из условия 
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 и в результате мы получили слдующее выражение:
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Если вместо 
[image: image2133.wmf])
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 мы будем использовать его аппроксимацию 
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 (например, матрицей жесткости 
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, если 
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 представляет из себя систему нелинейных алгебраических уравнений), то можно надеятся, что якобиан 
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 будет достаточно близок к нулевой матрице, так что сходимость итерационного процесса метода итераций будет оставаться приемлемой. Таким образом, мы приходим к, если можно так зказать, «квази- методам итераций» - по аналогии с тем, как от метода Ньютона мы пришли к квази- методам Ньютона. Здесь будет иметься полное тождество между некоторым «квази- методом итераций» и соответствующим ему квази- методом Ньютона.

Напомним, что (здесь подразумевается, что решаются системы нелинейных алгебраических уравнений) метод простых итераций тождественен квази- методу Ньютона, получаемому из метода Ньютона «заменой» якобиана на матрицу жесткости; модифицированный метод простых итераций тождественен квази- методу Ньютона, получаемому из модифицированного метода Ньютона (метода хорд) аналогичной заменой. Название «модифицированный метод простых итераций» мы дали полученному методу условно (оно больше нигде не используется); тем не менее, вы видите, что такой метод легко получается из метода итераций же, а не из метода Ньютона.

Наконец, по аналогии с методом Шаманского, можно ввести (с помощью той же замены якобиана на матрицу жесткости) «метод простых итераций Шаманского» (название дано условно нами же – больше оно нигде не используется).
Итак, одни и те же итерационные схемы мы можем назвать по-разному, рассматривая их либо как квази- методы  Ньютона, либо как более простые варианты метода итераций. Исторически используется только название «метод простых итераций», а итерационные схемы, лежащие в основе того, что мы здесь называем «модифицированный метод простых итераций» и «метод простых итераций Шаманского» с точки зрения метода итераций отдельно не проименованы. Тем не менее, им же легко может быть дано «описательное» название с точки зрения квази- методов Ньютона. И с той же точки зрения квази- методов Ньютона, эти схемы не представляют из себя ничего нового. Как уже было сказано, существующие методы, в которых используется вычисление якобиана, порождают множество квази- методов Ньютона, используя различные способы аппроксимации якобиана. Аппроксимация же якобиана с помощью матрицы жесткости – давно известный и широко используемый прием.
Замечание. «Простой метод итерации» и «метод простых итераций» - не одно и тоже. Под методом простых итераций понимается один из «простых методов итерации». К «просым методам итерации» в данной работе отнесены «метод простых итераций», «модифицированный метод простых итераций» и «метод простых итераций Шаманского». Конец замечания.
4.9. Обсуждение условий сходимости

Как было показано, одна и та же итерационная схема может быть описана и в терминах  «различных вариантов» метода итераций, и в терминах квази- методов Ньютона. Следовательно, к одной и той же итерационной схеме можно попытаться применить как условия сходимости, относящиеся к ней как представительнице квази- методов Ньютона, так и как представительнице того или иного варианта метода итераций. Эти условия будут не противоречат друг другу, а дополнять друг друга.


У нас имеется достаточное условие сходимости метода Ньютона, гласящее, что процесс сойдется, если начальное приближение будет достаточно близко к решению. Кроме того, аналогичное достаточное условие сходимости имеет место и для модифицированного метода Ньютона (метода хород). (Разумеется, при точной записи этих условий они будут  различаться.)  Таким образом, чтобы сопоставить условия сходимости, среди методов итерации мы должны выбирать только методы, аналогичные вышеупомянутым – для других квази- методов Ньютона у нас (по крайней мере, в рамках данной работы) других условий сходимости нет. К сожалению, условий сходимости для метода итераций, аналогичного методу Ньютона, у нас нет. Имеющиеся условия сходимости итерацинонного процесса «
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» подразумевают, что матрица 
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 в выражении для 
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 остается одной и той же на протяжении всего итерационного процесса. Таким образом, при  сравнении с методами Ньютона мы будем вынуждены положить 
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 и рассматривать только итерационную схему модифицированного метода простых итераций.
Замечание. Организуя метод итераций, аналогичный методу Ньютона, мы делаем всего лишь один шаг, а затем прерываем итерационный процесс и начинаем новый, с другим 
[image: image2143.wmf])
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, используя новое начальное приближение. Конец замечания.
Связь между условиями сходимости для модифицированного метода Ньютона и соответствующего ему метода итераций можно выразить следующим образом: если начальное приближение 
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 близко к решению, то следует ожидать, что 
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 будет хорошо минимизировать первую или вторую нормы  
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 в «достаточно большой» окрестности 
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 - настолько большой, что окрестность будет содержать решение (на самом деле, напомним, достаточно, чтобы она содержала только «последовательные приближения» решения) и, следовательно, метод итераций будет быстро сходится. И наоборот, если первая или вторая нормы 
[image: image2148.wmf])

(

a

ς

Ñ

 достаточно малы в «достаточно большой» области, включающей 
[image: image2149.wmf]0

a

, так, что в эту область попадают решение и все «последовательные приближения» итерационного процесса (на самом деле достаточно только «попадания» только «последовательных приближений»), то следует ожидать, что 
[image: image2150.wmf]0

a

 находится «достаточно близко» к решению, чтобы метод Ньютона сошелся.

Замечание. Помните – достаточные условия сходимости метода Ньютона и модифицированного метода Ньютона приведены предельно грубо – как если бы вместо первого и второго условий сходимости итерационного процесса метода итераций сказать: «итерационный процесс сойдется, если некторая норма якобиана будет меньше единицы». Чтобы узнать, как эти условия звучат точно, обратитесь, например, к [ДЕМИДОВИЧ1966].Конец замечания.
Отметим также две вещи. Во – первых, все вышеприведенные условия являются лишь достаточными, а не необходимыми. То есть, даже заведомое их невыполнение вовсе не значит, что итерационный процесс не сойдется. Таким образом, когда мы решаем конкретную задачу, эти условия проверять нет смысла – лучше сразу приступить к решению. Во-вторых, все эти условия чрезвычайно трудны для проверки. Это вторая причина, по которой они бесполезны с практической точки зрения (для сложных задач). Как правило, для того, чтобы считать, что итерационный процесс не сходится, его пытаются «прогнать» много раз для различных начальных приближений, с разными алгоритмами отката, с внесением возмущений в областях с плохой сходимостью и с прочими усовершенствованиями. Такие расчеты могут вестись часы и даже сутки. Когда лимит на время исчерпывается, то условно считают, что процесс не сходится. Проверка же условий сходимости может занять гораздо большее время – ведь нам будет надо, теоретически, вычислить якобиан во всех точках (это относится и к модифицированному методу Ньютона, и к соответсвтующему методу итераций)! Но даже проведя множество вычислений, мы, возможно, так и не сможем сказать с уверенностью – сойдется процесс или нет.
Здесь имеет место аналогия со следующей «нелепой» задачей: предположим, что альпинист заведомо может преодолеть все известные горные хребты высотой 1 километр. Следует ли из этого, что он не сможет преодолеть хребет высотой в 2 километра? Если определенный хребет в 2 километра он преодолеть не соможет, то значит ли это, что заданный хребет в 3 километра высотой он тоже не сможет преодолеть? А если хребет «неизвестен» - он вновь открыт, «смутно» обозначен на карте и о его высоте ничего неизвестно? Данных недостаточно для решеия задачи. Альпинист просто должен двинуться к хребту и начть искать там удобное для «преодоления» место. Очень может быть, что конкретный хребет в 2 километра высотой он не сможе преодолеть, а в 3 – сможет. Очень может быть также, что удобное место существует, но альпинист его не успеет или не сможет найти. Возможно, имеет смысл полетать над хребтами на самолете, но если их еще не изобрели, то что делать тогда? Остается только «посылать экспедиции».
Напомним, что при таком достаточно прямом «действии в лоб» мы все-таки обладаем определенными «инструментами», которые нам будут помогать: это относится, во-превых к средству глобализации сходимости – к коэффициенту длины шага. Поиск коэффициента может осуществляться как «простым» обратным откатом, так и двойным обратным откатом. При «откате» могут быть использованы алгоритмы поиска иныче, более сложные, чем простой «линейный поиск». Мы можем пробовать множество начальных приближений и вностиь в «плохих» областях возмущения в вектор неизвестных. Наконец, мы можем исползовать различные аппроксимации якобиана (гессиана) – от самых простых до «настоящего» якобиана (гессиана) и переходить от одной аппроксимации к другой на различных шагах одного и того же итерационного процесса.
5. Разбор численного метода, предложенного О.Ф. Ковалевым

5.1. Численный метод, предложенный О.Ф. Ковалевым – это недоформулированный уже известный квази- метод Ньютона (недоформулированный вариант метода итераций)


Итак, мы выяснили, что метод, предложенный О.Ф. Ковалевым и который он называет «комбинированный метод конечных элементов и вторичных источников» целиком относится к области численных методов и, мякго говоря, его можно рассматирвать как никакак не относящийся ни к конечным элементам, ни к вторичным источником – даже в странном понимании вторичных источников как микроскопических иточников.

Мы выяснили, что итерационную схему, предложенную О.Ф. Ковалевым можно естественным образом получить, двигаясь к ней либо со стороны квази- методов Ньютона, либо со стороны различных вариантов метода итераций. Самим О.Ф. Ковалевым такая итерационная схема получена «странно» - как результат бессмысленных уничтожающих друг друга подстановок и последующего несокращения подобных слагаемых при «препарировании» исходного функционала для минимизации. То есть, по-видимому, О.Ф. Ковалев плохо представляет себе (или вообще не представляет) то, как предложенная им схема выглядит «с точки зрения» квази- методов Ньютона и метода итераций.

Далее мы несколько иначе записали схему, предложенну О.Ф. Ковалевым и попытались исчерпывающе сформулировать метод, предложенный О.Ф. Ковалевым как исключительно численный метод решения системы нелинейных алгебраических уравнений, годный для «общего случая» (смотри главу 3.6). При этом мы выяснили, что на улучшение метода (по сути, прекондиционер), предложенное О.Ф. Ковалевым в «общем случае» рассчитывать нельзя.

После формулировки «метода Ковалева» для «общего случая» как исключительно численного метода у нас остался невыясненным только один вопрос – какова же должна быть оптимальная «статическая» матрица  
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, чтобы сходимость метода была наилучшей. Сам Ковалев, подчеркнем, по-сути, не дает ответа на этот вопрос. При этом неявно выдвигается условие на трудоемкость вычисления 
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: она (трудоемкость) должна быть на уровне турдоемкости сборки матрицы жесткости 
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После рассмотрения методов Ньютона и квази- методов Ньютона, а также метода итераций и его вариантов у нас имеется все необходимое, чтобы ответить на этот вопрос. Мы установили, что для наилучей сходимости 
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 должен быть как можно «ближе» к минус якобиану системы невязок, полученной из системы нелинейных алгебраических уравнений. Мы выяснили, что минус матрица жесткости последней системы может быть взята в качестве аппроксимации якобиана. Поэтому, очевидно, при имеющихся ограничениях на трудоемкость вычисления 
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, в качестве 
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 должна браться матрица жесткости, вычисленная при начальном приближении 
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. При таком выборе 
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), метод, предложенный О.Ф. Ковалевым, превращается в хорошо известный квази- метод Ньютона, который описательно можно назвать так: «квази- метод Ньютона, получающийся из модифицированного метода Ньютона аппроксимацией якобиана матрицей жесткости (при выключении средств глобализации сходимости)». Кроме того, этот же метод, предлженный О.Ф. Ковалевым, можно рассматривать как один из вариантов метода итераций (также получающийся аппроксимацией якобиана матрицей жесткости). Последнему методу мы условно дали название «модифицированный метод простых итераций».

Из сказанного видно, что метод, предложенный Ковалевым, можно рассматривать как недоформулированный модифицированный метод простых итераций или недоформулированный же вышеупомянутый квази- метод Ньютона с длинным описательным названием. Недоформулированность, напомним, заключается в том, что О.Ф. Ковалев не указал, какова же должна быть мтарица 
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Повторим третий раз: даже если «метод Ковалева» доформулировать, положив 
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, и получить то, что мы здесь условно называетм «модифицированный метод простых итераций» или некоторый квази- метод Ньютона, то все равно в таком методе не бдует ничего нового и интересного, так как аппроксимация якбиана матрицей жесткости – давно известный и широко используемый прием.


Мы уже говорили, что термин «модифицированный метод простых итераций» используется только в рамках настоящей работы. Среди вариантов метода итераций для него нет широкоизвестного «выделенного» имени. Это же можно сказать и про рассмотрение «модифицирвоанного метода простых итераций» как некоторого квази- метода Ньютона. Если вы хотите, чтобы вас понимали все, то рассматриваемому методу придется давать длинное развернутое «описательное» название.

Интересно, что О.Ф. Ковалев даже не понимает, что у изобретенного им метода сходимость будет хуже, чем у метода простых итераций. Как мы видели, у «метода Ковалева» сходимость должна быть даже хуже, чем у того, что мы здесь называем «модифицированный метод простых итераций», так как Ковалев не знает, какое надо брать 
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. Так, на стр. 31-32 в [КОВАЛЕВ2001], сравнивая результаты, полученные его методом, с результатами расчета по методу простых итераций, он пишет: «…можно гарантировать существенное сокращение времени расчета при равных условиях сходимости итерационного процесса». Надеюсь, понятно, что это неверное менение – это все равно, что сказать: «у модифицированного метода Ньютона (где якобиан вычисляется только на первом шаге) сходимость не хуже, чем у метода Ньютона (где якобиан вычисляется на каждом шаге)». То, что метод работает быстрее, вовсе не значит, что у него сходимость лучше. Как правило, дело обстоит совсем наоборот: чем быстрее работает метод, тем примитивнее аппроксимация якобиана, а высокая скорость достигается только для тех случаев, когда система уравнений имеет относительно слабую (для выбранной аппроксимации якобиана) нелинейность.

5.2. Улучшение метода, предложенное Ковалевым, как прекондиционер

Прекондиционер – это алгоритм поиска улучшенного начального приближения. Как мы говорили, чем ближе начальное приближение к решению, тем с большей уверенностью можно ожидать, что итерационный процесс сойдется (разумеется, как вы помните, стартовать надо именно с этого начального приближения). Кроме того, при хорошем начальном приближении следует ожидать, что потребуется малое количество шагов итерационного процесса.


Замечание. Отметим, что квадратичная сходимость при использовании метода Ньютона (которой этот метод славится) наблюдается тогда, когда мы «достаточно близко» к решению. Конец замечания.

Предположим, что мы решаем систему с сотнями тысяч уравнений и нам нужно выбрать хорошее начальное приближение. Можно разбить расчетную область не на сотни тысяч конечных элементов, а на тысячи или сотни и сначала решить задачу меньшей размерности. После этого результат следует интерполировать на случай сотен тысяч конечных элементов. Действуя таким образом, мы достаточно быстро получим хорошее начальное приближение для решения большой системы. Это и есть пример простого прекондиционера.


О.Ф. Ковалевым разработан способ «улучшения» матрицы 
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, который был нами рассмотрен в главе (3.5). Этот способ тоже можно рассматривать как своеобразный прекондиционер. Там, напомним, 
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 рассматривалась, по сути как некоторое 
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. Читатель может спросить: если Ковалев действовал таким образом, то почему мы говорим, что его метод надо «доформулировать»? Ведь если 
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, то это и есть «модифицированный метод простых итераций»! Дело тут в следующем: О.Ф. Ковалев вычислял 
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, а 
[image: image2168.wmf]0

a

 не вычислял (по формуле 
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)! Иначе говоря, его итерационный процесс после вычисления  
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 стартует не с 
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, а с какого-то другого «начального приближения», которе «неестественно» для  вычисленного 
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Если стартовать с нулевого начального приближения, том на первом же шаге мы придем к вышеупомянутому 
[image: image2173.wmf]0
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 (теперь это будет 
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). Однако, мы необзяаны стартовать с нулевого начального приближения. Таким образом вопрос о том, каково же должно быть начлаьное приближение при использовании улучшения, предложенного Ковалевым остается открытым.


Если рассматривать данное улучшение как прекондиционер, то его, очевдино, надо доработать: после вычисления 
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 надо вычислить 
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 и затем в действительности использовать его в качестве начального приближения. При этом у нас будет иметь место использование результатов обращения 
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, выполняемого при работе прекондиционара, в работе непосредственно самого итерационного процесса (получается, что итерационный процесс при использовании прекондиционера вообще не обращает 
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Отметим также, что данный прекондиционер может работать не во всех случаях – так, если нам заранее неизвестна «предположительная» магнитная проницаемость, то мы не можем использовать данный прекондиционер.
5.3. Некорректность сопоставлений при оценке выигрыша, даваемого разработанным Ковалевым методом
В [КОВАЛЕВ2001], Табл. 1.2. на стр. 39 приводится сопоставление скоростей работы метода простых итераций и метода, предложенного Ковалевым для сред с малой нелинейностью. Из таблицы видно, что «метод Ковалева» дает выигрыш в несколько раз. Паясним, почему такое сопоставление неправомерно.

Во-первых, «метод Ковалева» выполняет обращение матрицы 
[image: image2179.wmf]c
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 только один раз, а метод простых итераций обращает матрицу жесткости на каждом шаге. Очевидно, чтобы сопоставление было корректным, «метод Ковалева» необходимо сопоставлять с уже исзвестными методами, который выполяют подобные обращения только один раз. Мы уже знаем такой метод – это квази- метод Ньютона, получающийся из модифицированного метода Ньютона аппроксимацией якобиана с помощью матрицы жесткости (этот же метод мы условно назвали «модифицированный метод простых итераций). Поскольку, как мы вяснили, «метод Ковалева» это попросту «недоформулированный» модифицированный метод простых итераций (Ковалев, напомним, не знает, какой же должна быть матрица 
[image: image2180.wmf]c
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, если ее надо вычислять не сложнее, чем матрицу жесткости), то он, грубо говоря, не может работать луче «модифицированного метода простых итераций». Грубо – потому, что выбирая 
[image: image2181.wmf]c
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 случайно, мы можем «попасть» на более хорошуя аппроксимацию якобиана или на настоящий якобиан, на что, правда, надеяться не стоит. Напомним, Ковалев не рассматривает 
[image: image2182.wmf]c
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 как аппроксимацию «минус якобиана» вовсе.

Во-вторых, хоть и не совсем правильно, Ковалев использует прекондиционер! Стартуя с нулевого начального приближения, а не с того, что соответствует 
[image: image2183.wmf]c
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, он ничего не проигрывает, даже не совсем правильно используя прекондиционер (не отделяя работу прекондиционера от работы итерационного процесса). Понятно, что тот метод, с которым Ковалев сравнивает свой, тоже должен использовать точно такой же прекондиционер.

В-третьих. Сравнение методов по скорости однобоко. Если «метод Ковалева» сходится, то это значит, что среды имеют достаточно слабую нелинейность. Если нелинейности будут сильнее, то «метод Ковалева» может вообще не сойтись (или не сойтись за приемлемое время), в то время как «более медленный» метод простых итераций – сойдется.


В-четвертых. Я не знаю, каким критерием пользуется Ковалев для останова итерационного процесса. В связи с этим просто замечу: использование в качестве критерия останова нормы невязки, а не нормы близости соседних векторов приближенного решения занизит результат, так как вычисление нормы невязки – гораздо более трудоемкий процесс.

Замечание. В вышеупомянутой таблице Ковалев сравнивает, как он сам пишет, «традиционный МКЭ» и «комбинированный метод». Вы понимаете – на самом деле речь идет попросту о сравнении метода итераций с «недоформулированным» модифицированным методом итераций. Конец замечания.
5.4. О.Ф. Ковалев для «исследования сходимости» предложенной итерационной схемы использует кусочно-линейные среды, вместо нелинейных, и приходит  к выводу, что процесс сойдется в любом случае
В главе 1.4 [КОВАЛЕВ2001] О.Ф. Ковалев занимается исследованием сходимости предложенной им итерационной схемы, рассматривая ее как вариант метода итераций. Собственно, непонятно, зачем эти исследования нужны, если предложенная им итерационная схема, как мы убедились, является хорошо известным вариантом квази- методов Ньютона (вариантом метода итераций). Тем не менее, в этой главе нас ждет много забавного.


В начале Ковалев приводи оценку погрешности очередной итерации (используем наши обозначения):
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Здесь, говоря словами Ковалева, 
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 - «направление, соединяющее точки 
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  и  
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» (решение),  
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 - «некоторая точка, лежащая между 
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 на этом направлении».  Обозначение 
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 выглядит странно и о том, что здесь подразумевается, мы поговорим ниже.


Ковалев так комментирует это равенство (стр. 40): « Равенство … означает, что вектор погрешности нового приближения равен матрице производных, умноженной на вектор погрешности предыдущего приближения. Если норма матрицы производных (матрицы Якоби) меньше единицы, то норма погрешности убывает с увеличением номера итерации по геометрической прогрессии, что означает линейную сходимость метода.»


Точность утверждения поражает: выше мы использовали три канонических нормы матрицы и две нормы матрицы («первую» и «вторую»), которые вычислялись не относительно конкретной точки, а относительно целой области. Причем мы оговаривали, что помимо упомянутых трех норм, существуют другие канонические нормы и, кроме того, существуют нормы неканонические. Какие нормы подразумевает тут Ковалев, «исследуя сходимость»? Выше мы оговаривали, что если не указана конкретная норма матрицы, то подразумевается любая из введенных нами трех канонических норм. Но Ковалев никаких норм не вводит вообще и ничего не оговаривает!


Из цитаты становится видно, что 
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 - в зависимости от того, как понимать слово «между». Здесь 
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 - свое для каждого шага.


Итак, Ковалев утверждает, что имеет место равенство
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Это равенство он взял из книги Калиткина «Численные методы», где оно, по-сути не выводится, а просто декларируется как обобщение, «очевидно» получающееся после рассмотрения случая функции одной переменной. Тем не менее, хотелось бы познакомиться с выводом данной формулы (у Калиткина также имеется обозначение 
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Мы уже приводили достаточные условия сходимости итерационного процесса метода итерации («первое» и «второе»). Повторим их (очень грубо): должно выполняться одно из условий
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при этом, если имеет место одно из неравенств, для оценки скорости сходимости можно воспользоваться формулами
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При этом, напомним, «первая» и «вторая» нормы вычисляются относительно области, которая содержит начальное приближение и все последующие приближения (и обладает некоторыми другими свойствами).  Вывод этих условий не так прост,  как представлено Ковалевым.


Вернемся к формуле, которую приводит Ковалев:
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Легко, заметить, что она напоминает лемму, используемую при доказательстве второго достаточного условия сходимости итерационного процесса метода итераций. 

Лемма. Пусть вектор-функция 
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 и якобиан 
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 непрерывны в выпуклой области 
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; если 
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 - точки, принадлежащие 
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, то справедливо неравенство
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Как видим, разница между этими двумя формулами очень большая.


Далее Ковалев пытается провести «анализ сходимости» более конкретно. Мы уже говорили, что вышеприведенные формулы носят скорее теоретический характер – никто при системах большой размерности не будет вычислять 
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, так как это потребует вычисления якобиана во всех точках некоторой области (которую, в свою очередь, также нужно будет определить). Кроме того, используемые нами условия – достаточные, а не необходимые, так что, если они не выполняются, мы так и не сможем сказать – сойдется итерационный процесс или нет. Тем не менее, Ковалев советует для оценки сходимости строить мажорирующую 
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 матрицу, которую он обозначает 
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. Вот как это предлагается сделать:



[image: image2222.wmf]|

))

(

(

|

max

ij

ij

M

a

ς

Ñ

=



В этом случае норма (какая – Ковалев не говорит) 
[image: image2223.wmf]M

, естественно, будет больше или равна норме 
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 в любой точке. Для этого, естественно, нужно опять вычислить во всех точках… 
[image: image2225.wmf])

(

a

ς

Ñ

.


Подобные построения могут быть полезны, как правило, когда известны точные аналитические выражения для каждого элемента якобиана, когда эти выражения просты и когда размерность якобиана небольшая. Тогда можно надеяться получить легковычислимую (по сравнению с вычислением настоящего якобиана) мажорирующую матрицу и показать, что для определенной области ее норма (какая?)  меньше единицы, а, значит, итерационный процесс, при определенных допущениях, гарантированно сойдется. Построение такой мажорирующей матрицы может оказаться непростой задачей. Тем более эта задача будет непростой в нашем случае – когда могут иметься десятки и сотни тысяч уравнений. При тех расчетах, которые мы ведем (расчет магнитного поля с использованием конечных элементов) вряд ли кто-то когда-то всерьез займется построением «мажорирующей матрицы» для якобиана. Подчеркнем: 
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 «вычисляется» относительно всей области, а не относительно отдельной точки!


Далее Ковалев выполняет «исследование сходимости для предложенного комбинированного метода». Под этим он понимает «исследование сходимости» для… линейного случая! Зачем нужно подобное «исследование», если заранее можно сказать, что в этом случае все прекрасно сойдется и итерационный процесс можно вообще не организовывать, а просто решить систему линейных алгебраических уравнений? Если же итерационный процесс организовать, то заранее известно, что он сойдется после первой же итерации, если в качестве начального приближения выбрать нулевой вектор.


Не касаясь того, правильно ли был получен результат или нет и правилен он или нет, приведем конечную формулу (1.33) в наших обозначениях:
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Здесь идет перебор по подобластям с различными средами (различными относительными магнитными проницаемостями 
[image: image2228.wmf]k

m

).


Замечание. В формуле (1.33) в [КОВАЛЕВ2001] описка – в знаменателе слева должен быть индекс, в котором (индексе) должен стоять нуль. Это видно из ненумерованной формулы, приведенной выше (1.33). Мы исправили описку. Конец замечания.


Иначе эту же формулу можно записать так:



[image: image2229.wmf]1

|

1

1

|

max

<

-

m

.

Она означает, что для всех известных сред (диа-, пара- и ферромагнетиков) итерационный процесс сойдется. Это и не удивительно – среда-то кусочно-линейная! Вот так «исследование сходимости»… Отметим – мы не касались того, правилен ли был вывод формулы (и правильна ли сама формула).


Кстати, при выводе Ковалевым была использована «исходная» система уравнений, а не редуцированная, то есть, составленная в предположении, что имеет место безусловная минимизация.

5.5. Сходимость несуществующих «локальных» итерационных процессов, «открытых» О.Ф. Ковалевым



Для начала нам надо получить несколько формул, которые нам понадобятся в дальнейшем.


Выведем формулу вычисления якобиана от произведения функции 
[image: image2230.wmf])
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 на вектор-функцию 
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, то есть вычисления 
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. Попытаемся действовать оператором Гамильтона так, как будто мы берем обычную производную (при этом результат обязательно надо проверять на правильность). Иначе говоря, будем действовать так, как будто бы берем производную от произведения двух функций:
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Чтобы выражение справа было похоже на «правильное» необходимо сделать некоторые изменения. Вместо 
[image: image2234.wmf])
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, очевидно, следует писать 
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, то есть, здесь мы берем обычный гардиент от скалярной функции. Чтобы первое слагаемое имело нужную размерность, необходимо поменять местами множители.  Очевидно, что 
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. Перепишем исходную формулу заново, учитывая замечания:
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В этой формуле размерности совпадают. Это, правда, не значит, что она верна. Мы уже говорили о том, что действия с оператором Гамильтона по правилу действия с обычной производной следует рассматривать всего лишь как «наводящие соображения». Итак, полученное равенство нуждается в проверке. Мы не будем приводить здесь эту проверку. Укажем только, что последняя формула и в самом деле верна. Читатель может выполнить проверку самостоятельно.

Найдем занчение 
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 на некотором конечном элементе. Напомним, что при этом  
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. Дифференцирование при взятии градиента идет по локальным переменным.
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Вычислим 
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Легко убедиться, что имеет место тождество 
[image: image2244.wmf]T
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. Данное тождество необходимо доказывать, сравнивая выражения слева и справа покомпонентно. Аналогично, 
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Отсюда
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Вычислим 
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Сделаем подстановку выражения для 
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Наконец, вычислим 
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Для организации итерационного процесса 
[image: image2254.wmf])
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 по «методу Ковалева» исходную систему уравнений надо записать в виде 
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Напомним, что такая запись отличается от того, что писал сам Ковалев:
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Чтобы получить соотвествие между нашей записью и исходной надо положить 
[image: image2260.wmf]c
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. Сейчас мы возвращаемся к «исходной» записи, предложенной Ковалевым.
А теперь, собственно, то чему посвящена данная глава.

Как было показано, О.Ф. Ковалев считает, что существует множество локальных фукнционалов и локальных минимизаций, из которых получается минимизация «глобальная». Но на этом он, подобно авторам [НИКИТЕНКО1999] не останавливается – он идет еще дальше и переносит это нелепое представление в область численных методов. Поскольку, как считает Ковалев, после проведения множества локальных минимизаций получилось множество «локальных» уравнений, то должно иметь место и множество итерационных процессов, которые решают это множество «локальных» уравнений. Из этого множества итерационных процессов должен складываться «глобальный» итерационный процесс, как из множества «локальных» мнимизаций складывается минимизация глобальная. Читатель, надеюсь, понял, что утверждение о наличии множества «локальных» минимизаций и, соотвественно, множества «локальных» систем уравненей – нелепость. Утверждение же о том, что имеет место множество итерационных процессов, которые решают это множество «локальных» систем уравнений – нелепость в квадрате. У нас имеется только один итерационный процесс, который решает одну-единственную редуцированную систему.  Кстати, почему-то Ковалев обходит вопросы получения редуцированной системы из исходной стороной. «Глобальная» система собиратеся им из множества «локальных», которые составлены в предположении о том, что имеет место безусловная минимизация. После того как глобальная система получена, она сразу же (без перехода к полной и затем к редуцированной системе) передается на решение численным методам.
О.Ф. Ковалев не только говорит о наличии «локальных» итерационных процессов (то есть, связанных с отдельно взятым конецчным элементов), но и занимается вопросами их сходимости. Давайте займемся этим вопросом и мы (разумеется, тут мы обходим стороной то, что на самом деле таких процессов нет). Польза от полученных результатов при этом могла бы быть только в том случае, если бы вся расчетная область покрывалась одним-единственным конечныхм элементом и имела место не условная минимизация, а безусловная.

Итак, представим, что у нас имеется один-единственный конечный элемент и ведется безусловная минимизация. Глобальная и локальная нумерация узлов совпадает, совпадают и глобальные и локальные базисные функции. Дальнейшие выкладки будем проводить в «локальных» обозначениях.

У нас имеется система, записанная в виде 
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[image: image2263.wmf])
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Для этой системы мы собираемся организовать итерационный процесс 
[image: image2264.wmf])
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Нам необходимо выяснить, при каких условиях этот процесс сойдестя. Для решения этого вопроса воспользуемся первым или вторым достаточным условием сходимости итерационного процесса метода итераций. Напомним, для этого нам необходимо вычислить «первую» или «вторую» нормы 
[image: image2265.wmf])

(

a

ς

Ñ

 (эти нормы вычисляются «относительно» целой области, а не одной точки области). Сначала нам нужно получить выражения для 
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Сделаем допущение: конечноэлементный базис выбран так, что магнитная проницаемость остается постоянной в пределах каждого конечного элемента. В этом случае, при вычислении матрицы магнитную проницаемость можно вынести за знак интеграла. Договоримся также, что мы не используем «улучшения», предложенного Ковалевым, то есть 
[image: image2268.wmf]k
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 вычисляется при магнитной проницаемости, равной магнитной проницаемости вакуума 
[image: image2269.wmf]0
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. В этом случае можно определить «постоянную» матрицу 
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 такую, что 
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Отсюда
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[image: image2275.wmf]k
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Итак,
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где 
[image: image2277.wmf]y

 - некоторая постоянная вектор-функция (для дальнейших вычислений нам важно только то, что она постоянная).


Для оценки сходимости нам надо взять 
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Все, необходимое для дальнейших вычислений у нас уже есть – надо только делать подстановки. (При этом надо учесть, что у нас нет 
[image: image2280.wmf]0
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, то есть, вместо него в формулы подставлять единицу). В результате получим:
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Приводя подобные слагаемые, окончательно получаем:
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Как и положено для якобиана, мы получаем квадратную матрицу.

Далее мы не будем вычислять первую и вторую нормы якобиана для какой-либо области (эту область еще надо определить), а перейдем к сравнению наших результатов с результатами Ковалева. Наше выражение для  
[image: image2283.wmf])
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 отличается от того, что, действуя подобным образом, получил О.Ф. Ковалев – смотри формулу (1.35) на стр. 43 [КОВАЛЕВ2001]. У него вместо квадратной матрицы якобиан оказался… скалярной величиной! Этого вполне достаточно, чтобы показать неверность вывода формулы (1.35) и неверность всего, что последует далее на стр. 43-45 даже в предположении того, что «локальные» итерационные процессы в самом деле имеют место. 
Приведем в наших обозначениях формулу (1.35):
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Здесь преобразования до конца не завершены – в частности, необходимо взять производную. Но мы делать этого не будем. Отметим, что по смыслу Ковалев проделывает преобразования с 
[image: image2285.wmf]|)
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, но везде в преобразованиях пишет не 
[image: image2286.wmf]m

~

, а привычное всем 
[image: image2287.wmf]m

. Здесь мы исправили эту ошибку. Еще раз отметим – получившееся у Ковалева выражение для якобиана 
[image: image2288.wmf])
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 - скаляр; Ковалев не остановился и не задумался, даже получив столь странный результат, но смело стал использовать его дальше (об этом поговорим позже). Это самое «использование дальше» стало легко возможным потому, что выражение получилось достаточно простое (в обозначениях Ковалева оно выглядит еще проще, так как он использует величины, обратные абсолютным магнитным проницаемостям и производную брать ненадо). 

Интересно посмотреть то, как Ковалев проводит вывод формулы (1.35). Так, он использут оператор 
[image: image2289.wmf]a
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. Раньше он использовал его в смысле нашего оператора 
[image: image2290.wmf]T

Ñ

. Здесь  
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 используется и для обозначения того, что мы обозначаем как 
[image: image2292.wmf]Ñ

, то есть для взятия якобиана. Возникает путаница – ведь, как мы видели, у нас будет иметь место и оператор 
[image: image2293.wmf]Ñ

, похожий на 
[image: image2294.wmf]T
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, и оператор 
[image: image2295.wmf]Ñ

. О.Ф. Ковалев для «анализа сходимости» берет якобиан (градиент от вектор-функции), а обозначения использует такие, как будто берет градиент от скалярной функции с последующим транспонированием результата. (Впрочем, хотя это и запутывает дело, можно попытаться разобраться с тем, с чем мы имеем дело, с помощью анализа размерностей.) Кроме того, у О.Ф. Ковалева появляется «странное мнение» о том, что 
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! Мы уже говорили о том, какую опасность таит обозначение 
[image: image2297.wmf]a
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 и о том, что лучше использовать обозначения, связанные с оператором Гамильтона.  
[image: image2298.wmf]a

a

¶

¶

 - это, по смыслу того, что делается, должно быть вычисление якобиана от вектор-функции 
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. Созадется впечатления, что Ковалев не совсем понимает, что же такое используемое им 
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Если попытаться определить первую или вторую нормы 
[image: image2302.wmf])
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 так, как полагается, то нас ждет много трудностей. Во-первых, отметим, что 
[image: image2303.wmf])
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 зависит от вида локальных базисных функций, то есть, от геометрии конечного элемента. Во-вторых, отметим, что норма (нормы – их две) должна вычисляться относительно некоторой области, в которой будет протекать итерационный процесс и в которой будут находиться начальное приближение, и все последующие «последовательные приближения», на которые мы «попадем» при проведении итерационного процесса. Таким образом, нам нужно будет вычислять якобиан в каждой из точек области, а этих точек, напомним – бесчисленное количество. И в-третьих, как уже говорилось, надо «очертить» саму область, в которой мы будем вычислять якобианы – а для этого, возможно, придется достаточно большое число раз прогнать итерационный процесс с разными начальными приближениями, с внесением возмущений и т.д.  
Помните – на самом деле у нас нет никаких «локальных» итерационных процессов!

Интересно, что в [КОВАЛЕВ2001] не говорят о коэффициенте длины шага итерационного процесса (коэффициенте релаксации) до самого «введения» «локальных» итерационных процессов. Для каждого отдельно взятого «локального» итерационного процесса Ковалев вводит свой отдельный коэффициент релаксации (это уже не удивляет). Этот коэффицент он обозначает 
[image: image2304.wmf]b

 (по сути 
[image: image2305.wmf]k
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) – смотри формулу (1.39), стр. 42.
На основании неверной формулы (1.35) Ковалев строит не только мажорирующую матрицу для якобина, но и пытается получить формулы для определения оптимального 
[image: image2306.wmf]b

 (для каждого шага каждого «локального» итерационного процесса) – этому и посвящены стр. 43-45. 

В автореферате к докторской диссертации [АВТОРЕФЕРАТ], стр. 11 вышеупомянутые «локальные» коэффиценты длины шага итерационного процесса («локальные» коэффициенты релаксации) названы почему-то коэффициентами демпфирования: «Получены выражения для коэффицентов демпфирования, индивидуальных для каждого 
[image: image2307.wmf]k

-го элемента, обеспечивающих улучшение сходимости».  Видимо, это сделано для того, чтобы вопиющая бессмыслица не так сильно бросалась в глаза.

В [КОВАЛЕВ2001] на стр. 44 пишется: «параметр 
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 итерационного процсса сгласно рекомендациям большинства литературных источников является величиной эмпирической… В среднем предлагается принимать его значения в диапазоне 
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». Но я не думаю, что кто-то еще додумался до подобных «коэффициентов демпфирования». Речь тут идет, по-видимому, об обычном коэффициенте релаксации, который мы обозначали 
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. Интересно, что из фразы, сокрее всего, следует, что надо выбрать 
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 одинаковым для всех шагов (из указанного диапазона). При этом – ни слова о возможности вести «обратный откат» в виде, скажем, линейного поиска, или «двойной обратный откат». Чтобы достичь занчения 
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, меншьшего, чем 
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 при линейном поиске потребуется всего пять попыток – не так уж и много. На практике можно встретиться, по меньшей мере, с более чем десятком таких попыток.
5.6. Место предложенных О.Ф. Ковалевым комбинированного метода конечных элементов и вторичных источников и модифицированного метода конечных элементов в его диссертационной работе


«Комбинированный метод конечных элементов и вторичных источников» (КМКЭ-ВИ) занимает центральное место в диссертационной работе О.Ф. на соискание ученой степени доктора технических наук [ДИССЕРТАЦИЯ]. Мы вели изложение данного метода по монографии [КОВАЛЕВ2001], которая, скорее всего, более доступна читателю. По крайней мере, если она имеется в библиотеке, то для доступа к ней нет необходимости получать письменного разрешнения. Монография [КОВАЛЕВ2001] отражает основные результаты исследований, вынесенных на защиту. Что касается непосредственно комбинированного метода, то его изложение в монографии и в диссертации почти одинаково. Изредка мы прибегали к автореферату диссертации [АФТОРЕФЕРАТ]. Кроме того, основные положения метода были опубликованы в «ВАКовском» журнале «Известия вузов. Электромеханика» [КОВАЛЕВ2000].

Согласно автореферату диссертации, среди «основных научных результатов и положений, выносимых на защиту» комбинированный метод идет первым номером (всего 10 пунктов).

Однако, помимо КМКЭ-ВИ О.Ф. Ковалев разработал еще один метод – так называемый «модифицированный метод конечных элементов» (ММКЭ), который «примыкает» к КМКЭ-ВИ. Он излагается в [КОВАЛЕВ2001], глава 1.6 – «Применение комбинированного метода конечных элементов и вторичных источников к решению задач расчета магнитного поля при вариации расчетной сетки», однако там, по-видимому, название ММКЭ не фигурирует. Такое название появляется только в автореферате к диссертации. Таким образом, по мнению О.Ф. Ковалева, ММКЭ – это результат применения КМКЭ-ВИ к решению «связанных» общей топологией и «физикой» задач, когда конечноэлементная сетка одной задачи получается из конечноэлементной сетки другой задачи путем ее малой (относительно) деформации.

Суть того, что делает Ковалев заключается в следующем: если деформация сетки в двух связанных задачах мала, то якобиан (или его приближение) одной задачи можно использовать в другой задаче.
Так,  если мы решаем «первую» задачу с аппроксимацией якобиана 
[image: image2314.wmf]1

B



[image: image2315.wmf])

(

1

1

1

1

i

i

i

a

ρ

B

a

a

-

+

-

=

, 
[image: image2316.wmf]a

a

K

f

a

ρ

)

(

)

(

1

1

1

-

=

, 

а затем переходим к решению второй задачи, топологически и физически близкой перовой, где 
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, то мы можем попытаться воспользоваться уже имеющейся аппроксимацией якобиана 
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 (и его обращением), а не вычислять новую аппроксимацию 
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 (а затем обращать ее), запустив итерационный процесс
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Естественно, при этом можно записать, что 
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О.Ф. Ковалев просто переписывает эти итерационные схемы несколько иначе (так, чтобы получилось, то, что мы назвали «модифицированный метод простых итераций», а 
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 «трактует» в свойственной ему манере как «вторичные источники».


О.Ф. Ковалев предлагает ряд формул для вычисления 
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 для использования четырехугольных конечных элементов.


Данный метод предполагается применять тогда, когда топологические изменения не просто малы, но еще и таковы, что затрагивают лишь только некоторые относительно небольшие подобласти расчетной области.


Это и есть «модифицированный метод конечных элементов» (ММКЭ), который выносится О.Ф. Ковалевым на защиту. Повторим: по сути, даже если говорить в терминах О.Ф. Ковалева, это и есть «комбинированный метод конечных элементов и вторичных источников», примененный к решению топологически и физически «связанных» задач. Так о нем Ковалев и писал в монографии [КОВАЛЕВ2001].


По поводу формул, предлагаемых О.Ф. Ковалевым, следует заметить следующее: не проще ли попросту пересобрать части матриц, ответственные за те подобласти, которые захватывает деформация? Такую возможность достаточно просто включить в пакет прикладных программ, реализующий расчеты магнитного поля. При этом не надо мучиться с формулами для каждого конкретного вида конечных элементов.


КМКЭ-ВИ и ММКЭ составляют, грубо говоря, вторую главу диссертационной работы. Про третью главу в [АВТОРЕФЕРАТ], стр. 16 можно прочесть следующее: «В третьем разделе на основе модифицированного МКЭ (то есть, ММКЭ) разработаны и реализованы методики проектирования ЭММ с заданными свойствами.» Но ведь ММКЭ – это, по существу, КМКЭ-ВИ, а он, в свою очередь, если очистить его от шелухи – всего недоформулированный квази- метод Ньютона – один из множества! Не значит ли, что в третьей главе попросту показывают, что этот недофрмулированный метод «есть к чему применить»?! И если методики разработны на основе одного недоформулированного квази- метода Ньютона, то, может быть, их можно было разработать и на множестве других квази- методов Ньютона и разных вариантах метода итераций? Как «методики проектирования» связаны здесь с «заурядными» численными методами?


Среди «основных научных результатов и положений, выносимых на защиту» применение MMКЭ в той или иной областях идет под номерами 6, 7 и 8.


Интересно, что среди 12 пунктов «научной новизны» в [АВТОРЕФЕРАТ], стр. 6 первым пунктом идет: «Обоснована необходимость применения комбинированных методов с целью повышения эффективности современных методов математического и натурного моделирования». Применение «комбинированных методов» - это достаточно модное «ключевое слово» в области расчета электромагнитного поля – да и в других областях, наверное, тоже. Но, как видим, на самом деле КМКЭ-ВИ не имеет ничего общего с вторичными источниками; мало общего у него и с конечными элементами. Он относится к квази- методам Ньютона, к численным методам решения систем нелинейных алгебраических уравнений. И с «конечными элементами» его связывает только то, что система нелинейных алгебраических уравнений может быть получена «с применением» конечноэлементной аппроксимации искомой функции. Но системы нелинейных алгебраических уравнений могут быть получены и множеством других способов.


Теперь напомним о том, пути, который прошли работы О.Ф. Ковалева, прежде чем «увидели свет».


Рецензентом монографии [КОВАЛЕВ2001] был д.т.н., проф. Ю.А. Бахвалов. В частности, во введении к монографии пишется: «Автор выражает благодарность редакционной коллегии журнала «Электромеханика» и лично его главному редактору – проф. Ю.А. Бахвалову за большой труд по рецензированию книги и ряд ценных замечаний по ее содержанию, также доценту кафедры «Электрические, электронные и микропроцессорные аппараты» Южно-Российского государственного технического университета … В.П. Гринченкову за исключительно ценные консультации по научным вопросам и основным идеям, составляющим основу данного издания».


Что касается защиты диссертации, то научным консультантом у О.Ф. Ковалева был д.т.н., проф. А.Г. Никитенко (ныне покойный), а официальными оппонентами - д.т.н., проф. П.А. Курбатов, д.т.н., проф. А.Н. Ткачев, д.т.н., проф. Л.А. Зинченко.


Ю.А. Бахвалов являлся также зав. каф. «Прикладная математика» ЮРГТУ (НПИ). А.Н. Ткачев является зав. каф. «Прикладная математика» в настоящее время; кроме того, он является  проректором ЮРГТУ.


Диссертационная работа выполнена на кафедре «Электрические, электронные и микропроцессорные аппараты» ЮРГТУ(НПИ), на которой в то время О.Ф. Ковалев был доцентом. (Это, грубо говоря, «первичная организация», которая рекомендует работу к защите.)


Ведущим предприятием было «Всероссийский научно-исследовательский и проектно-конструкторский институт электровозостроения». (Это, грубо говоря, «серьезная организация», которая дает «добро» на то, чтобы признать исследования «ценными для народного хозяйства» и удостоверить, что они «нашли важное практическое применение».) Упомянутый институт – это «институт при НЭВЗе» – Новочеркасском электровозостроительном заводе, который был «монополистом» на отечественном рынке электровозов еще со времен «раннего СССР».


В [АВТОРЕФЕРАТ], стр. 5 также пишется: «Работа выполнена в рамках комплексной целевой научно-технической программы «ТЕХНОЛОГ» заказ-наряда E4286143-3Э71 Министерства электротехнической промышленности, а также в соответствии с научным направлением Южно-Российского государственного технического университета «Интеллектуальные электромеханические устройства, системы и комплексы» от 21.01.1995 г., № 3.15, которое относится к «Приоритетным направлениям развития науки и техники», утвержденным Председателем Правительства Российской Федерации 21 июня 1996 г. № 2727 п. – П.8 раздел «Математическое моделирование и методы прикладной математики».»


По сведениям из автореферата (если не было переноса), защита работы состоялась 19 декабря 2001 г. на заседании диссертационного совета Д212.304.02 в Южно-Российском государственном техническом университете (Новочеркасском политехническом институте), город Новочеркасск.


После защиты диссертации в 2002 г. О.Ф. Ковалев был избран зав. каф.  «Электронные вычислительные машины, системы, комплексы и сети». В том же году был избран на дожность профессора кафедры и назначен проректором ЮРГТУ. В долности проректора оставался до 2006 года. В настоящее время – заведующий кафедрой. В 2007 году О.Ф. Ковалеву было присвоено  звание профессора. Это подразумевает защиту под его руководством нескольких кандидатских диссертаций.

Послесловие


Случай, когда заурядный, давно и хорошо известный квази- метод Ньютона сделан центральной темой диссертационной работы с претензией на новизну, причем в издевательски недоформулированном виде, сам по себе достаточно дикий. Тем не менее, диссертационная работа успешно прошла все проверки. Более того, этот метод был «запрятан» в странный «комбинированный метод конечных элементов и вторичных источников», который на самом деле заключается лишь в бессмысленных подстановках, уничтожающих одна другую и неприведении подобных слагаемых, получившихся после этих подстановок. Такой странный способ действий создавал видимость того, что к «недоформулированному модифицированному методу простых итераций» мы пришли не со стороны квази- методов Ньютона или вариантов метода итераций, а со стороны комбинированных методов расчета электромагнитного поля, что придавало методу «модность» и вес. 


Удивляет также и то, количество ошибок, которое совершил автор монографии [КОВАЛЕВ2001]. Если задаться вопросом, было ли то, что описано выше совершено «со злым намерением», намеренно, или по ошибке то, скорее всего, следует сказать, что автор попросту не ведает, что творит. Так, например, человек, действовавший осознанно, по меньшей мере должен быть знаком с теми областями, в которых он совершает обман, то есть он должен представлять себе, как то, что он предлагает, выглядит со стороны квази- методов Ньютона и вариантов метода итераций, как правильно следует минимизировать функционал, как переходить от исходной системы к редуцированной, как правильно организовать работу прекондиционера и т.д. Он бы, на мой взгляд, действовал так: взял то, что мы называем «модифицированный метод простых итераций», недоформулировал бы его, но создал бы «улучшенный вариант» для расчета статического магнитного поля (как это сделал Ковалев, но с правильным использованием прекондиционера), а затем, зная что должно быть, попытался бы прийти к итерационной схеме метода через бесполезные подстановки и несокращение подобных слагаемых. Все остальное бы он написал правильно. Что же мы видим в [КОВАЛЕВ2001]  «дополнительного» по сравнению с тем, как действовал бы «сознательный» обманщик?


1. Для минимизации используется сразу два функционала – правильный (для нелинейных сред) и неправильный (для линейных сред) и изложение ведется двумя путями! Логично было бы использовать лишь какой-либо один функционал, даже для обмана, чтобы не создавать слишком очевидного противоречия в изложении.


2. При изложении минимизации нелинейного функционала явно действует с магнитной проницаемостью, как с линейной.


3.  Проводя выкладки, пропускает «самые интересные» места, хотя от их наличия изложение бы только выиграло.


4. Приводит «фантастическую» схему сборки матрицы жесткости и вектора нагрузки, из которой становится ясно, что сам он никогда не писал связанных с этим программ и даже не разбирался в этом вопросе.


6. Не говорит о том, что у нас имеется условная минимизация, и что от «исходной» системы нужно перейти к «редуцированной». Во многих местах, где надо использовать редуцированную систему, он использует «исходную».


7. Свой метод называет так, что нелепость названия сразу же бросается не только при ознакомлении с методом, но даже до нее.


8. При изложении метода вторичных источников к таковым причисляет микроскопические источники поля.


9.  Создает, по сути, прекондиционер к методу, но не использует его правильно.


10. Проводит нелепую «оценку сходимости» для линейных сред, когда заведомо известно, что итерационный процесс сойдется.


12. Использует дифференциальный оператор, сходный с оператором Гамильтона, но при этом показывает, что не знает, как он «работает».


13. Проводит нелепую «идею» о существовании множества процессов минимизации «локальных» функционалов, которых на самом деле нет.


14. Идею о существовании множества минимизаций «локальных» функционалов он развивает до представления о том, что имеется и множество итерационных процессов.


15. Для каждого из несуществующих итерационных процессов он вводит «коэффициент демпфирования», то есть, коэффициент длины шага итерационного процесса.


16. Вычисления проводит в наиболее сложном виде – используя «интегралы от матриц», но столь кратко, что становится непонятным – действительно ли автор понимает, что делает – ведь, как было сказано он плохо представляет, как работает «аналог» оператора Гамильтона (пункт 12) и, к тому же, его вовсе не удивляет несовпадение размерностей в полученных выражениях.  - ведь нимает, что делает?овится непонятным - действительно изложения, врямя от вермени что-то перевирает (осознанно или н

Существуют и другие, более мелкие «странные вещи». Но очевидно одно – человек, сознательно желающий ввести в заблуждение диссертационный совет и хотя бы минимально знакомый с теми областями, в которых он делает «открытия», ничего из того, что мы перечислили, не сделал бы попросту для того, чтобы не привлекать излишнего внимания.


Части монографии [КОВАЛЕВ2001], связанные с «комбинированным методом». напоминают работу «неразумного» студента, наспех «клепающего» реферат из множества книг, который не заботится о связности изложения, время от времени что-то перевирает (осознанно или неосознанно, а может, просто от непонимания), а там, где «не стыкуется» или возникают «излишние» сложности, пускает в ход фантазию. И не беда, что он не может выполнить самостоятельно простейшие преобразования – если не вчитываться, то все выглядит более-менее «красиво», а особо вчитываться вряд ли кто будет…
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